Распределение электрического заряда по поверхности проводящих тел вращения нетривиальной формы
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Рассмотрим заряженное проводящее тело с произвольной поверхностью в вакууме. Тогда потенциал электростатического поля в каждой точке пространства снаружи поверхности этого тела определяется решением задачи Дирихле для уравнения Лапласа [1].
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Данная задача имеет ряд известных аналитических решений, например, для проводящего заряженного эллипсоида и его частных вырожденных случаев [2-5]. В работе [6] представлено решение этой задачи для двух пересекающихся сферических поверхностей. Также существует частное решение на оси симметрии для равномерно заряженного кольца эллиптической формы [7], двух проводящих сфер [8], равномерно заряженной квадратной пластины [9]. В магнитостатике подобная задача решена для прямоугольной пластины [10], есть частные решения для равномерно заряженного тороида [11]. Кроме этого ранее нашей научной группой были получены решения данной задачи для нескольких аксиально симметричных фигур [12]. Указанные аналитические решения представляют интерес для электростатики проводников и анализа эффективности численных решений.

Новый класс нетривиальных поверхностей электрических проводников, а также распределение заряда по данным поверхностям, исследованы в данной работе. Были найдены точные аналитические выражения, описывающие формы поверхностей: 
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Эти выражения могут быть найдены из полиномиального разложения потенциала на поверхности проводника по сферическим функциям 
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Математически в общем случае существует (N+1) различных решений. Однако физически реальное решение, описывающее замкнутую поверхность для заданных значений коэффициентов 
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, может быть только одно в соответствии с единственностью решения задачи электростатики. На данные коэффициенты необходимо наложить ограничения, чтобы получаемая поверхность существовала. Следует принять во внимание, что аналитическое решение полиномиального уравнения (3) существует только при N≤3.

Известно, что вблизи поверхности проводника напряженность электрического поля задается следующей формулой: 
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где σ — поверхностная плотность заряда, распределенного по поверхности проводника площадью S, 

—диэлектрическая постоянная.
Из соотношений (4) можно получить, что
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Отсюда были найдены точные аналитические выражения, описывающие поверхностную плотность заряда, распределенного по границе проводника. 
В данной работе получены точные  аналитические выражения, описывающие форму проводящей фигуры и распределение заряда по ее поверхности, для нескольких новых частных случаев (N=1, N=2), в которых проводники имеют нетривиальную, аксиальную форму. Используя полученные аналитические выражения, построены наглядные графики в разрезе и в 3D. Также установлено, что с помощью описанного метода можно получить четыре класса поверхностей с бесконечным множеством решений для задачи распределения заряда по поверхности проводника. 
Полученные решения имеют не только теоретическое, но и прикладное значение, например, анализ эффективности различных методов численных решений задачи электростатики или исследование распределения заряда в конденсаторах нетривиальной формы[15].
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