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Â 1949 ã. Ë. Õåíêèí [3] ïîêàçàë, ÷òî êàæäàÿ äâóçíà÷íàÿ ëîãèêà, ñîäåðæàùàÿ êëàññè-
÷åñêóþ èìïëèêàöèþ, êîíå÷íî-ïîðîæäåíà îòíîñèòåëüíîé îïåðàöèè modus ponens: åñëè
âûâîäèìî A è A → B, òî B âûâîäèìî. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè îáîá-
ùèòü ïîíÿòèå èìïëèêàöèè, òî ðåçóëüòàò Ë. Õåíêèíà îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ k-çíà÷íûõ
ëîãèê.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ek = {0, ..., k − 1}, êîòîðîå áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü âûñêàçûâàíèÿ. Ïóñòü T, F ⊆ Ek òàêèå,
÷òî Ek = T ∪ F è T ∩ F = ∅, òîãäà ìíîæåñòâî T, áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ìíîæå-
ñòâî èñòèííûõ çíà÷åíèé, à ìíîæåñòâî F � êàê ìíîæåñòâî ëîæíûé çíà÷åíèé. Äàííîå
ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü èñòèííîñòíûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Ek.

×åðåç Pk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè [2]. Ôóíêöèþ
f(x1, ..., xn, y) ∈ Pk áóäåì íàçûâàòü èìïëèêàòèâíîé îòíîñèòåëüíî ïàðû (T, F), åñëè
f(t1, ..., tn, f) ∈ F, ãäå ti è f ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç T è F ñîîòâåòñòâåííî, è íà
îñòàëüíûõ íàáîðàõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà T. Ïóñòü Σ ⊆ Pk êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë íàä ñâÿçêàìè Σ. Êàæ-
äîé ôîðìóëå F èç Φ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ôóíêöèþ èç Pk [2], êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç fF . Ôîðìóëó F èç Φ áóäåì íàçûâàòü òàâòîëîãèåé, åñëè fF (i1, ..., im) ∈ T, ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ i1, ..., im èç Ek. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Th ìíîæåñòâî âñåõ òàâòîëîãèé â Φ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ìíîæåñòâà Σ âûðàçèìà èìïëèêàòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî ïàðû
(T, F) ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ôîðìóëó, çàäàþùóþ ýòó ôóíêöèþ, ÷åðåç x1...xn → y. Òî-
ãäà íà ìíîæåñòâå Th ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííóþ îïåðàöèþ modus ponens, êîòîðàÿ
ìíîæåñòâó ôîðìóë A1, ..., An è A1...An → B ñîïîñòàâëÿåò ôîðìóëó B. Ïðè ýòîì, åñ-
ëè ôîðìóëû A1, ..., An è A1...An → B � òàâòîëîãèè, òî ôîðìóëà B òàêæå òàâòîëîãèÿ.
Ìíîæåñòâî Th âìåñòå ñ äàííîé îïåðàöèåé è îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè [1] îáðàçóåò èñ÷èñ-
ëåíèå âûñêàçûâàíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå òàêîå èñ÷èñëåíèå
êîíå÷íî-ïîðîæäåíî.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü (T, F) � èñòèííîñòíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ek, à Σ � êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Pk, èç êîòîðûõ âûðàçèìà èìïëèêàòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî

(T, F) ôóíêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî Th êîíå÷íî-ïîðîæäåíî.
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