
Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2011¿

Ñåêöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿

Êëàññèôèêàöèÿ âûïóêëûõ n-óãîëüíèêîâ

Èøàíêóëîâà Þ.Â.1, Òîêìàêîâà À.Þ.2

1 - ÌÎÓ ëèöåé �2, , 2 - ÌÎÓ ëèöåé �2, , Âîëãîãðàä, Ðîññèÿ

E-mail: julia-ish@mail.ru

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ðàçáèåíèå êîòîðîãî ìû áóäåì èçó÷àòü, íàçîâåì èñõîä-

íûì. ×èñëî ñòîðîí èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Ìíîãîóãîëüíèêè, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ èñõîäíûé ìíîãîóãîëüíèê ñâîèìè äèàãîíàëÿìè, áóäåì íàçûâàòü
ýëåìåíòàðíûìè. Íàçîâåì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê îðäèíàðíûì, åñëè íèêàêèå òðè
äèàãîíàëè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
áóäåì íàçûâàòü ìíîãîóãîëüíèê îñîáåííûì. Òî÷êó âíóòðè îñîáåííîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ k + 2 äèàãîíàëåé, áóäåì íàçûâàòü îñîáåííîñòüþ èëè ïîëþñîì

ïîðÿäêà k. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîðÿäîê îñîáåííîñòè íå ìîæåò áûòü áîëüøå n
2
− 2.

Ïóñòü n > 6. Êîëè÷åñòâî îñîáåííîñòåé ïîðÿäêà k áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç sk. Óïî-
ðÿäî÷åííûé íàáîð c = (s1, s2, . . . , sm) íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì èñõîäíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âûïóêëîìó ìíîãîóãîëüíèêó íåñêîëüêî ãðàôîâ,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñîïóòñòâóþùèìè ãðàôàìè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Âåðøèíà-
ìè ãðàôà (íàçîâåì åãî ñòðóêòóðíûì ãðàôîì èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà) áóäóò âåðøè-
íû è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à ðåáðàì ñîîòâåòñòâó-
þò ñòîðîíû èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è îòðåçêè äèàãîíàëåé, íà êîòîðûå îíè ðàçáè-
âàþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî ñòðóêòóðíûé ãðàô ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì. Êàæäàÿ ïëîñêàÿ óêëàäêà ïëàíàðíîãî ãðàôà ïîðîæäàåò ãðàô ãåîìåòðè÷å-
ñêè äâîéñòâåííûé èñõîäíîìó. Ãðàô, ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííûé ñòðóêòóðíîìó ãðàôó
ìíîãîóãîëüíèêà, íàçîâåì äâîéñòâåííûì èëè äóàëüíûì ãðàôîì èñõîäíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà. Âåðøèíàìè äóàëüíîãî ãðàôà áóäóò ãðàíè ïëîñêîé óêëàäêè ñòðóêòóðíîãî ãðàôà,
òî åñòü ýëåìåíòàðíûå ìíîãîóãîëüíèêè ïëþñ âíåøíÿÿ n-óãîëüíàÿ ãðàíü. Äâå âåðøèíû
äóàëüíîãî ãðàôà ñìåæíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè èìåþò îáùåå ãðàíè÷íîå ðåáðî.

Êàæäûé èç ãðàôîâ, ñîïîñòàâëåííûõ ëþáîìó âûïóêëîìó ìíîãîóãîëüíèêó, î÷åâèä-
íî ïëàíàðåí è ñâÿçåí. Â òî æå âðåìÿ, äðóãèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîïóòñòâóþùèõ
ãðàôîâ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ. Èìåííî íà ýòîé âàðèàòèâíîñòè è îñíîâàíû ïðåäëàãàå-
ìûå íàìè ïîäõîäû ê êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Èç ìíîãî÷èñëåííûõ
âîçìîæíûõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôîâ ïðåäïî÷òåíèå îòäàâàëîñü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì,
èìåþùèì íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è åñòåñòâåííî îïèñûâàåìûì â
òåðìèíàõ èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Â êà÷åñòâå òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ìû ðàññìàòðèâà-
ëè êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð, ìóëüòèìíîæåñòâà ñòåïåíåé âåðøèí êàæäîãî èç ãðàôîâ
ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîóãîëüíèêîì, à òàêæå èçîìîðôèçì ãðàôîâ.

Âûïóêëûå n-óãîëüíèêè, ñòðóêòóðíûå ãðàôû êîòîðûõ èìåþò ïîðîâíó âåðøèí, áóäåì
íàçûâàòü ðàâíîïåðåñå÷åííûìè. ×èñëî âåðøèí ñòðóêòóðíîãî ãðàôà ñ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì âåêòîðîì c ðàâíî (2), ãäå (1) - ÷èñëî âåðøèí ñòðóêòóðíîãî ãðàôà îðäèíàðíîãî
n-óãîëüíèêà.

Âûïóêëûå n-óãîëüíèêè, ñòðóêòóðíûå (à çíà÷èò è äâîéñòâåííûå) ãðàôû êîòîðûõ
èìåþò ïîðîâíó ðåáåð, áóäåì íàçûâàòü ðàâíîðåáåðíûìè. Ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè-
÷åñòâà ðåáåð ñòðóêòóðíîãî (äâîéñòâåííîãî) ãðàôà âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ õàðàê-
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òåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì c èìååò âèä (4), ãäå (3) - ÷èñëî ðåáåð ñòðóêòóðíîãî ãðàôà
îðäèíàðíîãî n-óãîëüíèêà.

Âûïóêëûå n-óãîëüíèêè, äâîéñòâåííûå ãðàôû êîòîðûõ èìåþò ïîðîâíó âåðøèí (à
ñòðóêòóðíûå � ïîðîâíó ãðàíåé â ïëîñêîé óêëàäêå), áóäåì íàçûâàòü ðàâíîãðàííûìè.
×èñëî âåðøèí äâîéñòâåííîãî ãðàôà âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåê-
òîðîì c ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå: (6), ãäå - (5) ÷èñëî âåðøèí äâîéñòâåííîãî ãðàôà
îðäèíàðíîãî n-óãîëüíèêà.

Âûïóêëûå n-óãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ëþáûå äâå (à çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíî-
øåíèÿ Ýéëåðà, è âñå òðè) ðàññìîòðåííûå âûøå õàðàêòåðèñòèêè, íàçîâåì èçîïàðàìåò-
ðè÷åñêèìè.

Ìóëüòèìíîæåñòâî ñòåïåíåé âåðøèí ñòðóêòóðíîãî ãðàôà âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà âïîëíå îïðåäåëåíî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì. Äâà âûïóêëûõ n-óãîëüíèêà
íàçîâåì èçîïîëÿðíûìè, åñëè èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ðàâíû.

Äâà âûïóêëûõ n-óãîëüíèêà íàçîâåì îäíîòèïíûìè, åñëè ðàâíû ìóëüòèìíîæåñòâà
ñòåïåíåé âåðøèí èõ äâîéñòâåííûõ ãðàôîâ. ßñíî, ÷òî â ðàçáèåíèè îäíîòèïíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ äèàãîíàëÿìè ïðèñóòñòâóåò ïîðîâíó òðåóãîëüíèêîâ, ïîðîâíó ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîâ è ò.ä.

Íàèáîëåå äåòàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ â òåðìèíàõ ñîïóò-
ñòâóþùèõ ãðàôîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ â îñíîâó êëàññèôèêàöèè èçîìîðôèçì ýòèõ
ãðàôîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííûå ãðàôû èçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïëà-
íàðíûõ ãðàôîâ ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü íå èçîìîðôíû. Îäíàêî â èíòåðåñóþùåì
íàñ ñëó÷àå òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà: èçîìîðôèçì ñòðóêòóðíûõ ãðàôîâ âëå÷åò çà ñî-
áîé èçîìîðôèçì äóàëüíûõ, è îáðàòíî. Äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà áóäåì íàçûâàòü
èçîòîïíûìè, åñëè èçîìîðôíû èõ ñòðóêòóðíûå (äâîéñòâåííûå) ãðàôû.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç ðàññìîòðåííûõ íàìè îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âûïóêëûõ n-óãîëüíèêîâ.

Ðàññìîòðåííûå íàìè ðàçëè÷íûå êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ëîãè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êëàññèôèêàöèé.

Íàìè îáîñíîâàíû âñå ñâÿçè, îòìå÷åííûå íà ðèñ. 1 è äîêàçàíî îòñóòñòâèå èíûõ ïî-
ïàðíûõ çàâèñèìîñòåé. Íàèáîëåå ñëîæíûì îêàçàëîñü ïîñòðîåíèå îäíîòèïíûõ, íî íå èçî-
ïîëÿðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Êàæäàÿ èç ðàññìîòðåííûõ íàìè êëàññèôèêàöèé ïðèâîäèò ê ðàçáèåíèþ âûïóêëûõ
n-óãîëüíèêîâ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè n. Ïðè n 6 5
âñå êëàññèôèêàöèè òðèâèàëüíû. Âûïóêëûå øåñòèóãîëüíèêè ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàñ-
ñà, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêóþ èìåííî êëàññèôèêàöèþ ìû ðàññìàòðèâàåì. Îäèí êëàññ
ñîñòàâëÿþò îðäèíàðíûå øåñòèóãîëüíèêè, à äðóãîé � îñîáåííûå. Íàìè íàéäåíû ÷èñ-
ëà êëàññîâ äëÿ êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ íàìè êëàññèôèêàöèé ïðè n, ðàâíûõ 7 è 8.
Èñêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà êëàññîâ èçîòîïíûõ è îäíîòèïíûõ âîñüìèóãîëüíèêîâ.

Ïðè ìàëûõ n ðàññìàòðèâàåìûå íàìè îòíîøåíèÿ íåðåäêî ïðèâîäÿò ê ñîâïàäàþùèì
ðàçáèåíèÿì. Â òî æå âðåìÿ, íà÷èíàÿ ñ n = 9, ëþáûå äâà èç ââåäåííûõ îòíîøåíèé ïðè-
âîäÿò ê ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ âûïóêëûõ
n-óãîëüíèêîâ ñ ðîñòîì n ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ñëîæíîé äëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ
êëàññèôèêàöèé. Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî òåçèñà ìîæåò ñëóæèòü òîò ôàêò, ÷òî äàæå äëÿ
ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ïîëíîå îïèñàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà äëÿ ïðîèç-
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âîëüíîãî n áûëî ïîëó÷åíî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî, â 1998 ãîäó.

v0 = n+ C4
n =

n(n+ 1)(n2 − 7n+ 18)

24
(1)

v(n, χ) = v0 −
1

2

m∑
k=1

skk(k + 3) (2)

e0 = 2C4
n +

n(n− 3)

2
+ n =

n(n− 1)(n2 − 5n+ 12)

12
(3)

e(n, χ) = e0(n)−
m∑

k=1

skk(k + 2) (4)

f0(n) = 1 + c0(n) + v0(n) =
(n− 1)(n− 2)(n2 − 3n+ 12)

24
(5)
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Ðèñ. 1: Ëîãè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðåäëîæåííûìè êëàññèôèêàöèÿìè
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