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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà, ðàñïðåäåëåíèå ìàññ êî-
òîðîãî ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì Êîâàëåâñêîé, à ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ~λ = (0, 0, λ) ïî-
ñòîÿíåí è íàïðàâëåí âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè G, Γ â êîíôèãóðà-
öèîííîì ïðîñòðàíñòâå R6(ω, ν):

H =
1

2
〈Aω, ω〉+ ν × ~a, G = 〈Aω + ~λ, ν〉, Γ = 〈ν, ν〉,

ãäå ÷åðåç 〈, 〉 îáîçíà÷åíî ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðîèçâåäåíèå â R3. Â ðàáîòàõ [4], [5]
Õ. Ì. ßõüè áûë óêàçàí äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë K ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ïðè ïîìîùè
çàìåíû ïåðåìåííûõ ïåðåõîäèì ê íîâûì ïåðâûì èíòåãðàëàì è íîâîìó ïàðàìåòðó ñèñòå-
ìû: H̃ = γ−1 ·H, K̃ = γ−2 ·K, G̃ = (2Aγ)−1/2 ·G, λ̃ = (Aγ/2)−1/2 ·λ â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòå R6(ω̃, ν̃).

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíóþ ñîâìåñòíóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ G̃,Γ:

M4
g,µ = {(ω, ν) | G̃ = g, Γ = 1}, µ = λ̃/

√
2.

Íà íåé ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé è èìååò äâà íåïðåðûâíûõ ïàðà-
ìåòðà: g - ïîñòîÿííóþ ïëîùàäåé è µ - ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò.

Â ñëó÷àå µ = 0 ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, èçâåñòíàÿ êàê �cëó÷àé Êîâàëåâ-
ñêîé�. Òîïîëîãèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áûëà ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà â
ðàáîòå [3] À. Â. Áîëñèíîâà, Ï. Ðèõòåðà è À. Ò. Ôîìåíêî. Â ñëó÷àå g = 0 ïîëó÷àåòñÿ
äðóãàÿ èçâåñòíàÿ ñèñòåìà, òîïîëîãèÿ êîòîðîé áûëà ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà â ðàáîòå
[2] Ï.Â.Ìîðîçîâà. Âûÿñíèëîñü, ÷òî íåêîòîðûå âàæíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû, îáíàðóæåííûå â ãðàíè÷íûõ ñëó÷àÿõ, ïðîäîëæàþòñÿ íà ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðàìè
(g, µ) ∈ U , â òî æå âðåìÿ â íèõ ïðèñóòñòâóþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ýôôåêòû, à òîïî-
ëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû óñòðîåíû ãîðàçäî ñëîæíåå.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (g, µ) â îáëàñòè U , è îòîáðàæåíèå ìîìåíòà K̃ × H̃, ãäå

U = {(g, µ) | g > 0, µ > 0}, K̃ × H̃ : M4
g,µ → R2(k, h).

Ìíîæåñòâî åãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Σg,µ (äàëåå ïðîñòî Σ) íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîí-
íîé äèàãðàììîé. Â ðàáîòå [1] Ï.Å.Ðÿáîâà áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Σ ïðèíàäëåæèò
äèñêðèìèíàíòíîìó ìíîæåñòâó Dg,µ (äàëåå ïðîñòî D), êîòîðîå çàäàåòñÿ îáúåäèíåíèåì
äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ γ1, γ2, è ïîêàçàíî, êàêóþ ÷àñòü D íåîáõîäèìî îòáðîñèòü,
÷òîáû ïîëó÷èòü Σ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè (g, µ), â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè
äèàãðàìì D è Σ, îáðàçóþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî Θ â îáëàñòè U . Â ðàáîòå [1] áûëî
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ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êðèâûõ Γ1, . . . ,Γ5, äåëÿùèõ îáëàñòü U íà 18
êàìåð, è áûëî äàíî îïèñàíèå äèàãðàìì D è Σ äëÿ òî÷åê (g, µ) âíóòðè ýòèõ êàìåð.

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû Σ â çàäà÷å Êîâàëåâñêîé-ßõüè è èõ ïåðåñòðîéêè ïðåä-
ñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Öåëü íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû - ïðîâåñòè áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç áèôóðêàöèîííûõ ìíîæåñòâ Σ è Θ,
è äàòü îïèñàíèå ïåðåñòðîåê, ïðîèñõîäÿùèõ ñ Σ, êîãäà òî÷êà (g, µ) íà ïëîñêîñòè ïàðà-
ìåòðîâ ïðîõîäèò ÷åðåç Θ.

Ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâîì D, ïðîùå, ÷åì ñ ìíîæåñòâîì Σ, òàê êàê îíî ñîñòîèò èç
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Êðèâûå γ1, γ2 íåïðåðûâíî äåôîðìèðóþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðîâ g, µ, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êà÷åñòâåííûé âèä äèàãðàììû D çàäàåòñÿ
íàáîðîì å¼ îñîáûõ òî÷åê è èõ ðàñïîëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî äóã ýòèõ êðèâûõ. Îñîáûå
òî÷êè äèàãðàììû D ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, òî÷êè âîçâðàòà êðèâûõ γ1, γ2, à òàêæå òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ èëè êàñàíèÿ êðèâûõ γ1, γ2 äðóã ñ äðóãîì (ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â íàøåì
ñëó÷àå îòñóòñòâóþò). Èìåÿ ïàðàìåòðè÷åñêóþ è íåÿâíóþ çàïèñè êðèâûõ γ1, γ2, ìû ïî-
ëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ A,B , äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà êðèâûõ γ1, γ2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå òî÷êè. Ýòè
ìíîãî÷ëåíû ðàçëàãàþòñÿ íà ìíîæèòåëè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ðàçíîãî òèïà
(òî÷êè âîçâðàòà, ïåðåñå÷åíèÿ èëè êàñàíèÿ).

Ìíîæåñòâî Θ áèôóðêàöèîíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèì êàê òå (g, µ) ∈ U , ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê äèàãðàìì D. Ïðè ïîìîùè
ìíîãî÷ëåíîâ A,B ìû âû÷èñëÿåì ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà L(g, µ), ëèíèåé íóëåâîãî
óðîâíÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ Θ. Îáëàñòü U ðàçáèâàåòñÿ íà 18 êàìåð, à äèàãðàììû D,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì (g, µ) ∈ U \Θ, ðàçáèâàþòñÿ íà 18 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Áëàãîäàðÿ óäà÷íîé íîðìèðîâêå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ìíîæåñòâî Θ îêàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îñè g = µ. Áîëåå òîãî, ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áî-
ëåå ãëóáîêîé ñèììåòðèè ñåìåéñòâà äèàãðàìì D. Ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïëîñêîñòè
R2(k, h), ïåðåâîäÿùèé Dg,µ â Dµ,g, ïîýòîìó ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèàãðàìì
D ïîëó÷àåòñÿ íå 18, à òîëüêî 10. Îäíàêî, ýòà ñèììåòðèÿ ïðîïàäàåò, åñëè ïåðåéòè ê
äèàãðàììàì Σ.

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû â Òåîðåìàõ 1, 3, 4, 5.
Â Òåîðåìå 1 âû÷èñëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí L(g, µ), ëèíèåé íóëåâîãî óðîâíÿ êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Θ.
Â Òåîðåìàõ 3, 4 îïèñûâàþòñÿ áèôóðêàöèè, ïðîèñõîäÿùèå ñ D, êîãäà òî÷êà (g, µ)

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò îäíó èç äóã ìíîæåñòâà Θ. Â Òåîðåìå 3 ïîêàçàíî, îñîáûå
òî÷êè êàêîãî òèïà (òî÷êè âîçâðàòà, ïåðåñå÷åíèÿ èëè êàñàíèÿ) ó÷àñòâóþò â êàæäîé èç
áèôóðêàöèé, à â Òåîðåìå 4 ýòà èíôîðìàöèÿ äîïîëíÿåòñÿ ïîâåäåíèåì äóã äèàãðàìì D,
ïðèìûêàþùèì ê ýòèì îñîáûì òî÷êàì.

Â Òåîðåìå 5 îïèñàíî ïîâåäåíèå êðèâûõ γ1, γ2, êîãäà òî÷êà (g, µ) ïðèáëèæàåòñÿ ê
îäíîé èç îñåé g = 0, µ = 0. Ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ãðàíè÷íîìó ñëó÷àþ, ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì äèñêðèìèíàíòíûõ ìíîæåñòâ
D, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå îïèñàíû âñå áèôóðêàöèè äèàãðàìì D (à çíà÷èò è Σ), ïðè
ïåðåõîäå òî÷êè (g, µ) ìåæäó êàìåðàìè U\Θ, à òàêæå ïðè ïåðåõîäå ê ãðàíè÷íûì ñëó÷àÿì
g = 0 è µ = 0. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêèå ÷àñòè äèàãðàìì ïðè (g, µ) ∈
U , ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ÷àñòÿìè äèàãðàìì â óæå èññëåäîâàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
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g = 0 è µ = 0. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå ýëåìåíòû äèàãðàìì ïðè (g, µ) ∈ U , ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è íå ïðîäîëæàþòñÿ ñ ãðàíè÷íûõ ñëó÷àåâ g = 0 è µ = 0.
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