
Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2011¿

Ñåêöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿

Îáîáùåíèå çàäà÷è Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ

Ôåäîñååâ Äåíèñ Àëåêñàíäðîâè÷

Ñòóäåíò
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
E-mail: docxaos@mail.ru

Âî âòîðîé ïîëîâèíå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà Æ.Áåðòðàí ïîñòàâèë è ðåøèë ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó ([1], [2]):

Çàäà÷à 1 Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ íà ïëîñêîñòè â öåíòðàëüíîì ïîëå, ïðè÷åì ïðè
ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òðàåêòîðèè åå äâèæåíèÿ çàìêíóòû. Òîãäà êàêèì
ìîæåò áûòü öåíòðàëüíûé àíàëèòè÷åñêèé çàêîí ïðèòÿæåíèÿ?

Òåîðåìà Áåðòðàíà óòâåðæäàåò, ÷òî òàêèõ çàêîíîâ òîëüêî äâà: çàêîí Íüþòîíà è çàêîí
Ãóêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.
À èìåííî, ïóñòü äàíà äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S = S1 × (a, b), ñ ìåòðèêîé

G = diag{1, f 2(r)}. Ïóñòü äàëåå èçâåñòíî, ÷òî âñå îãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë Ψ(r) çàìêíóòû (ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà) èëè, ÷òî âñå îãðà-
íè÷åííûå òðàåêòîðèè òî÷êè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ε−áëèçêèìè ê äàííîé êðóãîâîé
òðàåêòîðèè, çàìêíóòû. Òîãäà íà êàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ S (îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèåé f)
ñóùåñòâóþò òàêèå çàêîíû ñèë è êàêîé âèä îíè èìåþò? Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1 (Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïåðâîãî òèïà)
Ïóñòü äàíà äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S, äèôôåîìîðôíàÿ (a, b) × S1, îñíàùåííàÿ ðè-

ìàíîâîé ìåòðèêîé, îïèñàííàÿ â ïàðàãðàôå 1.2.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó f ′′f − (f ′)2 = −ξ2, ξ 6= 0, ãäå ξ ðàöè-

îíàëüíî, ò.å. f èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

f(r) =



±ξ(r − α), k = 0,

ξ√
k
sin(
√
k(r − α)), k > 0,

± ξ√
−k

sh(
√
−k(r − α)), k < 0,

,

ãäå k � ïîëîâèíà ñêàëÿðíîé êðèâèçíû Ðèìàíà ýòîé ïîâåðõíîñòè; â äàííîì ñëó÷àå
êðèâèçíà ïîñòîÿííà. Ïóñòü, äàëåå, èíòåðâàë (a, b) � "ìàêñèìàëüíûé"äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèè, èíûìè ñëîâàìè α ∈ {a, b}.

Òîãäà â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ öåíòðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ íà S, òàêèõ ÷òî ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà êðóãîâàÿ îðáèòà {r} × S1, ñóùå-
ñòâóþò äâà è òîëüêî äâà (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîí-
ñòàíò) ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà íà S.

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëû áóäóò èìåòü âèä: V1 = Aθ(r) +B, V2 = A
θ2(r)

+B, ãäå A,B �

íåêîòîðûå êîíñòàíòû, θ(r) = − f ′(r)
ξ2f(r)

.
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Òåîðåìà 2 (Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî òèïà)
Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó f ′′f − (f ′)2 = −ξ2 íè äëÿ êà-

êîãî ðàöèîíàëüíîãî ξ, ξ 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà íà S (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò). Ïðè
ýòîì ïîòåíöèàë ðîâíî îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîí-
ñòàíò) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ θ = θ(r), òàêàÿ ÷òî θ′(r) = 1

f2(r)
è âûïîëíåíî òîæäåñòâî f ′

f
= − θ

4µ2 − c θ
−3

µ2 , ãäå µ
� îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà, à c � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 3 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïåðâîãî òèïà)
Ïóñòü â îòêðûòîé ñâÿçíîé îáëàñòè U = (a′, b′)×S1 íà ïîâåðõíîñòè S = (a, b)×S1

ñ ìåòðèêîé G = diag{1, f 2(r)} âûïîëíåíî òîæäåñòâî f ′′f − (f ′)2 = −ξ2, ãäå ξ 6= 0, ξ
ðàöèîíàëüíî, a ≤ a′

Òåîðåìà 4 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî òèïà)
Ïóñòü â îòêðûòîé ñâÿçíîé îáëàñòè U = (a′, b′)×S1 íà ïîâåðõíîñòè S = (a, b)×S1

ñ ìåòðèêîé G = diag{1, f 2(r)} íå âûïîëíåíî òîæäåñòâî f ′′f−(f ′)2 = −ξ2 íè äëÿ êàêèõ
ðàöèîíàëüíûõξ 6= 0, a ≤ a′

Êðîìå òîãî, â ÿâíîì âèäå íàéäåíû ïîâåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå "îáîáùåíèå òåîðåìû
Áåðòðàíà": îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàêðûòèÿ íàä ïëîñêîñòüþ, ñôåðîé è ïëîñêîñòüþ
Ëîáà÷åâñêîãî. Ïðè ýòîì ñïèñîê âîçìîæíûõ çàêîíîâ ïðèòÿæåíèÿ âíîâü (êàê è â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñëó÷àå) èñ÷åðïûâàåòñÿ çàêîíîì Íüþòîíà è çàêîíîì Ãóêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Î.À.Çàãðÿäñêèì è Å.À.Êóäðÿâöåâîé.
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