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Ïðåäïîëîæèì, çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèöA = {A1, . . . , Ak}
ðàçìåðà (d×d); îáîçíà÷èì ÷åðåç < A > ïîëóãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, ïîðîæäåííóþ ìàò-
ðèöàìè èç A, ò.å. ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà Ad1 · · ·Adm , m ∈ N.
Èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ñåìåéñòâî A, ïîëóãðóïïà < A >
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó (ò.å. ìàòðèöó ñî âñåìè ýëåìåí-
òàìè ñòðîãî áîëüøèìè íóëÿ) ? Ýòà çàäà÷à èìååò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð,
ïðè èçó÷åíèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, â íåîäíîðîäíûõ Ìàðêîâñêèõ ïðîöåññàõ, ïðè èçó-
÷åíèè óòî÷íÿþùèõ àëãîðèòìîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ò.ä. Â ðàáîòå
íàõîäèòñÿ ïîëíûé êðèòåðèé íàëè÷èÿ ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû â ïîëóãðóïïå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî ñåìåéñòâî äîëæíî
áûòü íåïðèâîäèìûì, ò.å. ìàòðèöû A1, . . . , Ak íå äîëæíû èìåòü îáùèõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ñðåäè êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, ò.å. ñðåäè ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà {x ∈
Rd | xi1 = . . . = xir = 0}.

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî A íåïðèâîäèìî è åãî ìàòðèöû íå èìåþò íóëå-

âûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ; òîãäà ïîëóãðóïïà < A > íå ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíîé ìàò-

ðèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ

{e1, . . . , ed} íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Ω1, . . . ,Ωn , n ≥ 2
òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà Ai äåéñòâóåò êàê ïåðåñòàíîâêà ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà Ai ∈ A ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ ìíî-
æåñòâà {1, . . . , n} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî âåêòîðà em ∈ Ωj åãî îáðàç Aiem
ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå Ωσ(j).

Åñëè ñåìåéñòâî A ñîñòîèò èç îäíîé ìàòðèöû A, òî ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïå îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü A ïîëîæè-
òåëüíà, ò.å. ìàòðèöà A ïðèìèòèâíà. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî õîðîøî èçâåñòíûõ óñëîâèé
ïðèìèòèâíîñòè òàêèõ, êàê óñëîâèÿ â òåîðåìå Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà èëè òåîðåìå Ðîìà-
íîâñêîãî (íåïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà A íå ïðèìèòèâíà, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà íåñêîëüêî ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ A äåéñòâóåò
êàê öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà). Òåîðåìà 1 îáîáùàåò ýòîò ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíîå
ñåìåéñòâî ìàòðèö. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîé ìàòðèöû, ìíîæåñòâà ðàç-
áèåíèÿ Ω1, . . . ,Ωn ìîãóò íå áûòü ðàâíîìîùíûìè è ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëåííûå îïåðà-
òîðàìè Ai ìîãóò íå áûòü öèêëè÷åñêèìè. Íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 1 ñòðîèòñÿ àëãîðèòì
ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû â ïî-
ëóãðóïïå, ïîðîæäåííîé k íåîòðèöàòåëüíûìè (d × d)-ìàòðèöàìè. Àëãîðèòì íå òîëüêî
óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå, íî òàêæå íàõîäèò è ðàçáèåíèå {Ω1, . . . ,Ωn}. Àëãîðèòì
èìååò ñëîæíîñòü kd3.
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