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Ïóñòü T � ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà Ω ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé λ. Äëÿ f ∈ L2(Ω)

ââåäåì ýðãîäè÷åñêèå ñðåäíèå Anf = 1
n

n−1∑
k=0

f ◦T k. Ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû ôîí Íåéìàíà è

Áèðêãîôà ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
n→∞

Anf = f ∗, ïåðâàÿ òåîðåìà â ñìûñëå

L2(Ω), âòîðàÿ � ïî÷òè âñþäó â Ω. Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ï.â. èñïîëüçó-

þòñÿ P ε
n = λ

{
sup
k≥n
|Akf − f ∗| ≥ ε

}
. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [3], íåëüçÿ ñêàçàòü ÷òî-ëèáî î

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ‖Anf − f ∗‖2, çíàÿ òîëüêî ïîâåäåíèå P ε
n; â òîæå âðåìÿ, â ðàáîòàõ

[2], [3] ïðèâîäèëèñü îöåíêè ñêîðîñòåé óáûâàíèÿ P ε
n ïðè èçâåñòíîé ñêîðîñòè óáûâàíèÿ

‖Anf − f ∗‖2, íî îíè áûëè òîëüêî â òåðìèíàõ �O� è �o�. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò
ýòè ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè ïåðåõîäà îò àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ê àëãåáðàè÷åñêèì.

Òåîðåìà. Ïóñòü g ∈ L0
2(Ω), ò.å. g ∈ L2(Ω) è èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, è äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖Ang‖22 ≤ Bn−α, ãäå B � íåêîòîðàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà, α ∈ (0, 2]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 2
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

P ε
n = λ

{
sup
k≥n
|Akg| ≥ ε

}
< ϕ(α, n)Bε−2,

ïðè÷åì â çàâèñèìîñòè îò α:

1. Åñëè α ∈ (0, 1), òî ϕ(α, n) = 21+α

1−2−α

(
1 + 1

(1−2
α−1

2 )2

)
n−α.

2. Åñëè α = 1, òî ϕ(α, n) = 8 (1+log2 n)2+3
n

.

3. Åñëè α ∈ (1, 2], òî ϕ(α, n) = 8
(

1 + π2

6
1+21−α

(1−21−α)3

)
n−1.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî ‖Ang‖22 ≤ Bn−α ïðè g ∈ L0
2(Ω) è α > 2 ìîæåò áûòü

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n òîëüêî ïðè g = 0 òîæäåñòâåííî, ïîñêîëüêó â [1] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåííîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñ ïîêàçàòåëåì áîëüøèì 2 â ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìå ôîí Íåéìàíà íå áûâàåò.
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