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Â 1972 ã. À. Îïïåíõàéì â [1] ïðåäëîæèë àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â âèäå ðÿäà. Ýòî ðàëîæåíèå îáîáùàåò èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ Ýí-
ãåëÿ, Ñèëüâåñòðà, Ëþðîòà, Êàíòîðà. ß. Ãàëàìáîø â ñòàòüå [2] èçó÷èë ýðãîäè÷åñêèå
ñâîéñòâà çíàìåíàòåëåé â ðàçëîæåíèè Îïïåíõàéìà, Þ. Âó [3], [4] èññëåäîâàë íåêîòîðûå
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà öèôð ðàçëîæåíèÿ Îïïåíõàéìà è åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Â 1989 ã. ÀèÄæ.Êíîïôìàõåðû â ñòàòüå [5] ïðåäëîæèëè àíàëîã óêàçàííîãî ðàçëîæå-
íèÿ â ïîëå Qp. Åãî íàçûâàþò p-àäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì Îïïåíõàéìà. Â [6] èññëåäîâàíû
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ ðàçëîæåíèé p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, à â [7] � ìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà öèôð p-àäè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ Îïïåíõàéìà.

Â ñòàòüå [8] àâòîðîì äîêàçàíî, ÷òî ïðè ôîðìàëüíîì ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà p-àäè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ Îïïåíõàéìà äëÿ ýëåìåíòîâ êîëüöà Qg, ãäå g = p1 ·. . .·pN , îí íå ñðàáàòûâàåò
ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå ñ ðîñòîì åãî øàãîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàëåðà
[9], êîëüöî g-àäè÷åñêèõ ÷èñåë èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëåé pi-àäè÷åñêèõ
÷èñåë

∏N
i=1 Qpi

, ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà g.
Â ñòàòüå [8] òàêæå ïîñòðîåíî îáîáùåíèå óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëåé ñ íåàðõèìåäîâñêèì íîðìèðîâàíèåì è èññëåäîâàíû ìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà äëÿ áîëåå îáùåãî êëàñ-
ñà ÷èñåë. Ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå áåñêîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëåé pi-
àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, i = 1, 2, 3, . . ., îäíàêî, öåëåñîîá-
ðàçíî ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö öåëûõ pi-àäè÷åñêèõ ÷è-
ñåë

∏
pi� ïðîñòûå

Zpi
. Â êíèãå [10] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

èçîìîðôíî êîëüöó ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë ẐΠ. Ýëåìåíòû êîëüöà ẐΠ èìåþò ðàçëè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Êàíîíè÷åñêèé âèä ïîëèàäè÷åñêîãî ÷èñëà x � ýòî ðÿä

x =
∞∑

n=1

ann!.

Åñòü è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ Π(n) ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì:

1) Π(1) = 1;

2) Z 3 Π(n+1)
Π(n)

= γn 6= 1;

3) ∀m∃n : m|Π(n).
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Òîãäà ẐΠ = lim←−
Z/Π(n)Z � ïðîåêòèâíûé (èëè îáðàòíûé) ïðåäåë è ëþáîå ïîëèàäè÷åñêîå ÷èñëî x ∈

ẐΠ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì

∞∑
n=1

anΠ(n), (1)

êîòîðûé â ẐΠ ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó x. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû an óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó

0 6 an 6
Π(n+ 1)

Π(an)
− 1

Ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ρ :
ẐΠ 7→ [0, 1] ⊂ R, ñîõðàíÿþùåå ìåðó (ìåðó Õààðà, ñì. [11]) â ẐΠ. Ïóñòü x =

∑∞
n=1 anΠ(n).

Òîãäà ρ(x) =
∑∞

n=1
an

Π(n+1)
. Â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ìåðû îòîáðàæåíèåì ρ, ìåðà P ìíîæåñòâà

X ⊂ ẐΠ ðàâíà P (X) = µ(ρ(X)), ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi1,i2,...,ik ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýô-
ôèöèåíòû i1, i2, . . . , ik ðÿäà (1) ôèêñèðîâàíû.

Òåîðåìà.
Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P (x ∈ Xi1,i2,...,ik) =
Π(i1)

Π(i1 + 1)
· . . . · Π(ik)

Π(ik + 1)
.

×àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèè Π(n) ñëóæèò Π(n) = n!. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîëèàäè÷åñêîãî ÷èñëà. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèàäè÷åñêèõ ÷è-
ñåë ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïî ôóíêöèè Π(n) ìû ïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì
(ñì. ï. 3 óòâåðæäåíèÿ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî m|Π(n).
Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè â ýòîì óñëîâèè âçÿòü ÷èñëî m ðàâíûì ñòåïåíÿì îäíîãî ïðîñòîãî
÷èñëà pn, ìû â òî÷íîñòè ïîëó÷èì p-àäè÷åñêèå ÷èñëà. Åñëè ñðåäè ÷èñåë m âñòðå÷àþòñÿ
êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë è âñå èõ ñòåïåíè, ìû ïîëó÷èì g-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ãäå g
� ïðîèçâåäåíèå òåõ ñàìûõ ïðîñòûõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî ÷èñåë {m} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïðîñòûõ ÷èñåë è âñåõ èõ ñòåïåíåé, ìû ïîëó÷èì íåêîå íîâîå êîëüöî ÷èñåë. Ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü òàêèå ÷èñëà, ðàçëè÷íûå èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä, à òàêæå
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â.Ã. ×èðñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíè-
ìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ä. Òðóøèíó çà ïîìîøü â íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âîïðîñàõ.
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