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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû Êýëè ôàêòîð-ãðóïï ïëîñêîé êðèñòàëëî-
ãðàôè÷åñêîé ãðóïïû p2, ïîðîæäåííîé òðåìÿ ïîëóîáîðîòàìè øåñòèóãîëüíèêà. Ïðèâåäåí
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïî ãðàôó Êýëè çàäàííîé ãðóïïû ãðàôà Êýëè ãðóïïû â 4 ðàçà áîëü-
øåãî ïîðÿäêà.

Ãðóïïà p2 çàäàåòñÿ êîïðåäñòàâëåíèåì (ñì. [1], ñòð. 66):

p2 =
〈
T1, T2, T3 | (T1)

2 = (T2)
2 = (T3)

2 = (T1T2T3)
2 = E

〉
.

Îáîçíà÷èì ãðàô Êýëè ãðóïïû p2 ÷åðåç Cay(p2). Òàê êàê â óêàçàííîì êîïðåäñòàâ-
ëåíèè âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê 2, òî ãðàô Êýëè ìîæíî ñ÷èòàòü
íåîðèåíòèðîâàííûì. Ãðóïïà p2 áåñêîíå÷íà, è ãðàô Cay(p2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìî-
ùåíèå ïëîñêîñòè øåñòèóãîëüíîé ñåòêîé ñ ðåáðàìè òðåõ öâåòîâ (ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî
èç ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ), êàæäîé âåðøèíå èíöèäåíòíû ðåáðà âñåõ òðåõ öâåòîâ. Åñ-
ëè âëîæèòü ãðàô Cay(p2) â ïëîñêîñòü, òî öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ðåáåð âîêðóã âåðøèí
ñòàíîâèòñÿ çàôèêñèðîâàííûì è îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà.

Äîáàâëÿÿ â êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû p2 ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ (ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïåðåõîäó ê ôàêòîð-ãðóïïå), ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ãðóïïó (ñì.[1], ñòð.158):

Γb,c =
〈
p2 | (T2T3)

b(T2T1)
c = (T2T3)

c(T1T2)
b+c = E

〉
,

ãäå b è c ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, b · c 6= 0. Ïîðÿäîê ãðóïïû Γb,c ðàâåí
2(b2 + bc + c2). Ãðàô Êýëè Cay(Γb,c) ìîæíî âëîæèòü â òîð òàêèì îáðàçîì, ÷òî öèêëè÷å-
ñêèé ïîðÿäîê ðåáåð âîêðóã âåðøèí áûë îäèíàêîâûì íà âñåì ãðàôå, ÷òî äàñò ïîêðûòèå
òîðà êîíå÷íîé øåñòèóãîëüíîé ñåòêîé. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå ïîêðûòèå ìîæíî ïîëó÷èòü
ôàêòîðèçàöèåé ïëîñêîñòè ñ âëîæåííûì â íåå ãðàôîì Cay(p2) ïî íåêîòîðîé ðåøåòêå.

Ïðîöåäóðà.

Ïóñòü äàí ãðàô Êýëè Cay(Γb,c) äëÿ íåêîòîðûõ b è c. Áóäåì ñ÷èòàòü åãî âëîæåííûì â òîð.
Ïðîíóìåðóåì öâåòà ðåáåð ÷èñëàìè îò 1 äî 3 ñîîòâåòñòâåííî èíäåêñàì ïîðîæäàþùèõ
ýëåìåíòîâ. Äîáàâèì âîêðóã êàæäîé âåðøèíû ãðàôà òðè íîâûå âåðøèíû � ïî îäíîé â
êàæäóþ èç èíöèäåíòíûõ ãðàíåé. Åñëè èñõîäíàÿ âåðøèíà îòâå÷àëà ýëåìåíòó g ãðóïïû
Γb,c, òî îáîçíà÷èì íîâóþ âåðøèíó, íàõîäÿùóþñÿ ìåæäó ðåáðàìè öâåòîâ 1 è 2 ÷åðåç
g3 (ìåæäó 2 è 3 � ÷åðåç g1, ìåæäó 3 è 1 � ÷åðåç g2). Çàòåì ñîåäèíèì èñõîäíûå è
íîâûå âåðøèíû ñëåäóþùèì îáðàçîì (i = 1, 2, 3): âåðøèíó g ñ âåðøèíîé gi ñîåäèíèì
ðåáðîì öâåòà i; åñëè âåðøèíû g è h áûëè ñîåäèíåíû â èñõîäíîì ãðàôå ðåáðîì öâåòà
i, òî ñîåäèíèì âåðøèíû gi è hi ðåáðîì öâåòà i. Ïîñëå ýòîãî ñîòðåì ðåáðà èñõîäíîãî
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ãðàôà. Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç Cay(Γb,c). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ
ïðîöåäóðà îáðàòèìà.

Óòâåðæäåíèå.

Ãðàô Cay(Γb,c) åñòü ãðàô Êýëè Cay(Γ2b,2c).

Ñëåäñòâèå.

Ñëîâî a0 . . . a3n−1, ai ∈ {T1, T2, T3}, ãäå {a3k, a3k+1, a3k+2} = {T1, T2, T3} äëÿ âñåõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ k, ðàâíî åäèíèöå â ãðóïïå Γ2b,2c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî
a1a4 . . . a3k+1 . . . a3n−2 ðàâíî åäèíèöå â ãðóïïå Γb,c.

Ëèòåðàòóðà

1. Êîêñåòåð Ã. Ñ. Ì., Ìîçåð Ó. Î. Äæ., Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû è îïðåäåëÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿ äèñêðåòíûõ ãðóïï. Ì., 1980.

Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ã.Á.Øàáàòó
çà öåííûå óêàçàíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, à òàêæå ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà �Ãðàôû íà
ïîâåðõíîñòÿõ è êðèâûå íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè� çà äðóæåñòâåííóþ àòìîñôåðó è ïîëåç-
íûå çàìå÷àíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ
10-01-00709-à.

2


