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Åñëè äàíà ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y), â êîòîðîé êàæäàÿ êîìïîíåíòà ðàñïðåäå-
ëåíà ýêñïîíåíöèàëüíî, òî âñòàåò âîïðîñ î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ýòîé ïàðû. Ýòîò
âîïðîñ óäîáíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîïóë. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå êîïóë
ñ ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè êóáè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè. Ýòî ÷åòûðåõïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî, èìåþùåå âèä [1,2]:

C(u, v) = uv + uv(1− u)(1− v)[a1v(1− u) + a2(1− v)(1− u) + b1uv + b2u(1− v)]

ãäå ïàðàìåòðû a1, a2, b1, b2 ïðèíàäëåæàò îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, à èìåííî òî÷êè
(a2, a1), (b1, b2), (b1, a1), (b2, a2) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îáëàñòè S, ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíå-
íèåì êâàäðàòà [−1, 2]× [−2, 1] è ýëëèïñà x2 − xy + y2 − 3x + 3y ≤ 0.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ãåíåðàöèè ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî çàäàííîé
êîïóëå è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîïóëû ïî äàííîé âûáîðêå. Ãåíåðàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ
ìåòîäîì îòáîðà [3]. Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ êîïóëû ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y)
ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(w) : [0, 1] → R, ϕ(w) = E min(X

w
, Y

1−w
).

Ýòà ôóíêöèÿ ñëóæèò "ïîêàçàòåëåì çàâèñèìîñòè"ìåæäó X è Y è, èñõîäÿ èç îïðåäåëå-
íèÿ íà ïðàêòèêå ëåãêî îöåíèâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû
èñõîäíîé êîïóëû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèåé ϕ(w). Èñ-
ñëåäîâàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè ϕ(w) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïîñòðîåíû
ãðàôèêè. Íàéäåíû åå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñó-
äèòü î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü êóáè÷åñêèå êîïóëû äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ äàííûõ.

Äëÿ îöåíêè ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèÿ ϕ â ÷åòûðåõ ðàçíûõ òî÷êàõ, ê ïðèìåðó w1 =
0, 2; w2 = 0, 4; w3 = 0, 6; w4 = 0, 8 è ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó èç 4 óðàâíåíèé è 4 íåèç-
âåñòíûõ. Îäíàêî îöåíêè ïîëó÷åííûå òàêèì ïîäõîäîì íå ÿâëÿþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíû-
ìè â òîì ïëàíå, ÷òî ñëèøêîì çàâèñÿò îò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè â äàííûõ.
Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ñîêðàùåíèè ÷èñëà ïàðàìåòðîâ äî 2 èëè 1.
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ òàêæå äàåò íåóäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî âûáðàí
ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îí îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ââå-
äåíèåì îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ íà íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Íåñìîòðÿ íà íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü áîëüøîå ÷èñëî ñëó÷àåâ ïðè òàêîì ïîäõî-
äå, âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ íàìíîãî ïðîùå, ÷åì ïîèñê ÎÌÏ. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå
ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ìåòîäà îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è âûäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî êóáè÷å-
ñêèõ êîïóë, äëÿ êîòîðîãî ýòîò ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïðèåìëåì (ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî
îãðàíè÷åíèåì a2 = b1 = a). Ïîëó÷åííîå òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âêëþ÷àåò â
ñåáÿ êîïóëû Ôàðëè-Ãóìáåëÿ-Ìîðãåíøòåðíà è Ñàðìàíîâà.
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