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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðå-
äåë¼ííîé ñèñòåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ çàäà-
¼òñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∂x(t, l)

∂t
+ g

∂x(t, l)

∂l
= −µx(t, l) (t ∈ [0, T ], l ∈ [0, L]).

(1)

Çäåñü x(t, l) - ñêàëÿðíàÿ ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, t ∈ [0, T ] - íåçàâèñèìàÿ âðåìåííàÿ
ïåðåìåííàÿ, l ∈ [0, L] - íåçàâèñèìàÿ îäíîìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, T > 0,
L > 0, g > 0 è µ > 0 - çàäàííûå ïàðàìåòðû. Íà ñèñòåìó (1) íàêëàäûâàåòñÿ íà÷àëüíîå
óñëîâèå îáùåãî âèäà (2): x(0, l) = x0(l) (l ∈ [0, L]) è íåëîêàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå âèäà

(3): x(t, 0) = p(t) +
∫ L
l0
β(l)x(t, l)dl (t ∈ [0, T ]), ãäå x0(·) : [0, L] 7→ R+

1 , p(·) : [0, T ] 7→ R+
1

- çàäàííûå ôóíêöèè, l0 ∈ [0, L] - çàäàííûé ïàðàìåòð. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê [1], [2]. Ñ åãî ïîìîùüþ ðåøåíèå ñèñòåìû
(1)-(3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x(t,l)=

{
a(t− l

g
)e−

µ
g
l, l ∈ [0, gt],

x0(l − gt)e−µt, l ∈ [gt, L]
(t ∈ [0, T ]),

ãäå ÷åðåç a(·) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðàåâîå óñëîâèå (3).

Òåîðåìà 1 Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (À1) ôóíêöèè x0(·) è p(·) íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìû; (À2) íà÷àëüíîå è êðàåâîå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû. Êðîìå òîãî, β(l) =
β = const, l0 = 0. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (1)-(3) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x(t, l) =

{
C(t− l

g
)egβt−µt−lβ, l ∈ [0, gt],

x0(l − gt)e−µt, l ∈ [gt, L]
(t ∈ [0, T ]),

ãäå C(t) = e(µ−gβ)tp(t) +
∫ L

0
βx0(l)dl +

∫ t
0

(gβp(t)− ge−µtβx0(L− gt)) e(µ−gβ)tdt (t ∈
[0, T ]).
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Äàëåå ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ x0(·), çàäà-
þùàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå (2), èìååò ñëåäóþùèé âèä

x0(l) =

{
x̄(l), ïðè l ∈ [0, l̄),

(1− α)x̄(l), ïðè l ∈ [l̄, L]
(t ∈ [0, T ]),

ãäå l̄ ∈ [l0, L], α ∈ [0, 1]; à x̄0(·) - ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû, òî åñòü ðåøåíèå

ñèñòåìû g dx̄(l)
dl

= −µx̄(l), x(0) = p0 +
∫ L
l0
β(l)x(t, l)dl, ãäå l ∈ [0, L], à p0 ≥ 0 - çàäàí-

íûé ïàðàìåòð. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïàðàìåòðû α ∈ [0, 1], l̄ ∈ [l0, L] è ôóíêöèÿ

p(·) èãðàþò ðîëü óïðàâëåíèé. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû B(p(·), α, l̄) = cα
∫ L
l̄
x(0, l)dl

è C(p(·), α, l̄) =
∫ L

0
(x(T, l) − x0(l))2dl, è ñ èõ ïîìîùüþ îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë, ÿâëÿ-

þùèéñÿ âçâåøåííîé ñóììîé B è C ñ çàäàííûì âåñîì σ ∈ [0, 1] : U(p(·), α, l̄, K) =
σB(p(·), α, l̄)) − (1 − σ)C(p(·), α, l̄). Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ îïèñàííîé ñèñòåìîé (1)-(3) ñ ôóíêöèîíàëîì U(p(·), α, l̄, K).

Ðàáîòà èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ðîñòà áèîìàññû
ëåñà è ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ëåñîïîëüçîâàíèÿ [3].
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