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Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(X1 < x), óäîâëåòâîðÿþùèå ìîìåíòíûì óñëîâèÿì

EX1 = 0, σ2 ≡ DX1 > 0, β2+δ ≡ E|X1|2+δ <∞, (1)

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < δ ≤ 1.
Ðàññìîòðèì îáîáùåííûé ïðîöåññ Êîêñà S(t) = X1 + · · · + XN(t),

(∑0
i=1(·) ≡ 0

)
, ãäå

N(t) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñî ñòðóêòóð-
íûì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì Gr,s(x) c ïàðàìåòðîì ôîðìû r > 0 è ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà
s = 1/t > 0:

P(N(t) = k) =
1

k!

∫ ∞
0

λke−λdGr,s(λ) =
t−r

Γ(r)k!

∫ ∞
0

λk+r−1e−λ(1+1/t)dλ.

Ïðè êàæäîì t > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N(t), X1, X2, . . . ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèÿõ (1) íà ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X1 è ïðè r > δ/2, äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆t = sup
x

∣∣∣∣P(S(t) < xσ
√
rt)−

∫ ∞
0

Φ

(
x
√
y

)
dGr,r(y)

∣∣∣∣ ≤ C(r; δ)L2+δ
t , (2)

ãäå C(r; δ) = C(δ)Γ(r − δ
2
)/Γ(r), à C(δ) � òàêàÿ æå, ÷òî è â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà

äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (ñì. [2], [3]). L2+δ
t = β2+δt

−δ/2/σ2+δ � ëÿïóíîâñêàÿ
äðîáü.

Âïåðâûå îöåíêà (2) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [1] â 2006 ãîäó. Â [2] ïðèâîäèòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ íàèëó÷øèìè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåðõíèìè îöåíêàìè
äëÿ C(r; δ). Îäíàêî íèæíèå îöåíêè äëÿ C(r; δ) íàéäåíû íå áûëè. Äàííàÿ ðàáîòà èìååò
ñâîåé öåëüþ âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

Â òåðìèíàõ, ââåäåííûõ â ðàáîòå [4], îïðåäåëèì âåðõíþþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëü-

íóþ ïîñòîÿííóþ

Càï(r; δ) = lim sup
t→∞

sup ∆t/L
2+δ
t , 0 < δ ≤ 1, r > 0, (3)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàñïðåäåëåíèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1). Î÷åâèäíî, C(r; δ) ≥ Càï(r; δ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîíñòàíòû Càï(r; δ) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

Càï(r; δ) ≥ 1

2
sup
γ>0

γδ/2

(γ + 1)r
· 2F1

([
r

2
,
r + 1

2

]
, 1,

γ2

(1 + γ)2

)
, 0 < δ ≤ 1, r > δ/2,

1
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ãäå 2F1 � îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà.

Íà ïðàêòèêå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü íåðàâåíñòâî (2) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ëÿïó-
íîâñêîé äðîáè L2+δ

t , òîãäà êàê â (3) çíà÷åíèÿ ëÿïóíîâñêîé äðîáè ýêñòðåìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü (è íà ñàìîì äåëå îêàçûâàþòñÿ) áîëüøå åäèíèöû. ×òîáû íàéòè
íèæíþþ îöåíêó êîíñòàíòû C(r; δ) äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ëÿïóíîâñêîé
äðîáè L2+δ

t , îïðåäåëèì â òåðìèíàõ, ââåäåííûõ â ðàáîòå [4], íèæíþþ àñèìïòîòè÷åñêè

ïðàâèëüíóþ ïîñòîÿííóþ

Càï(r; δ) = lim sup
`→0

lim sup
t→∞

sup
F : L2+δ

t =`

∆t/`.

Î÷åâèäíî, Càï(r; δ) ≤ Càï(r; δ) ≤ C(r; δ) ïðè âñåõ r è δ.
Òåîðåìà 2.Äëÿ êîíñòàíòû Càï(r; δ) ïðè r > δ/2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íèæíèå

îöåíêè:

Càï(r; 1) ≥ 1

2
lim
γ→∞

√
γ

√
2γ + 1

=
1

2
√

2
= 0.3535 . . . ,

Càï(r; δ) ≥ r3/2
√
π

22+δ/2Γ
(

3+δ
2

)√
2r + 1

sup
s>0

(
1 + s2

2r+1

)−1/2
+ s2

2(2r+1)
− 1

s2+δ
, 0 < δ < 1.

Òàê, íàïðèìåð, ïðè δ = 1 äëÿ ñëó÷àÿ r = 1, ò. å. êîãäà ñìåøèâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì ñ ïàðàìåòðîì 1/t, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) èìååò ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì (1 + t)−1, ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå (ïðè t → ∞)
ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû S(t) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèå îöåíêè: 0.3535 ≤ Càï(1; 1) ≤ C(1; 1) ≤ 0.5391.
Ïðè 0 < δ < 1 Càï(1; δ) > 0, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê O(tδ/2) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì
ïðè t→∞ äëÿ îöåíîê ∆t, ðàâíîìåðíûõ ïî F .
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