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НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В СРЕДЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ БЕЗ УЧЕТА

СТОЛКНОВЕНИЙ

NONLINEAR WAVE PROCESSES IN A MEDIUM OF
INTERACTING PARTICLES WITHOUT COLLISIONS

В.В. Аверина1, Н.А. Кудряшов2

1Национальный исследовательский ядерный университет
”МИФИ”, Москва, Россия; lera_averina@mail.ru

2Национальный исследовательский ядерный университет
”МИФИ”, Москва, Россия; nakudr@gmail.com

Рассматривается модель Ферми–Паста–Улама (ФПУ) с учетом
взаимодействия между частицами, которое выражается потенциа-
лом четвертой и пятой степени. Выполнен предельный переход при
стремлении расстояния между частицами к нулю, а числа частиц
к бесконечности. Показано, что вместо известного уравнения Кор-
тевега–де Вриза (при учете квадратичного взаимодействия между
частицами) получаются обобщенные уравнения Кавахары. Задача
Коши для полученных уравнений не решается методом обратной
задачи рассеяния. Уравнения рассмотрены в переменных бегущей
волны. Установлено, что полученные ОДУ не проходят тест Пенле-
ве. Имеются комплексные индексы Фукса с положительной веще-
ственной частью, что свидетельствует о наличии критических по-
движных особых точек. С помощью метода простейших уравнений
получены некоторые точные решения эволюционного уравнения пя-
того порядка.

Модель Ферми–Паста–Улама ранее изучалась в ряде работ (см.
например [1-4]. Впервые она была предложена в 1952 году в Лос-
Аламосе и представляет собой математическую модель распростра-
нения возмущений в цепочке точечных масс, взаимодействующих по
нелинейному закону

m
d2yi
dt2

= Fi,i+1 − Fi−1,i, (1)

где Fi,i+1 - потенциал взаимодействия между частицами.
В классической задаче ФПУ рассмотрен квадратичный потенци-

ал[1]. В работах[4-6] была рассмотрена α+β модель ФПУ, т.е. модель
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распространения возмущений в цепочке масс с кубическим потен-
циалом взаимодействия. Также было изучено взаимодействие двух
волн в модели ФПУ[7]. В данной работе рассмотрены потенциалы
взаимодействия 4-ой и 5-ой степени. В этом случае взаимодействие
между частицами описывается формулами

Fi+1,i = γ(xi+1 − xi) +Q(xi+1 − xi)4

Fi+1,i = γ(xi+1 − xi) + Θ(xi+1 − xi)5 (2)

Устремив число частиц к бесконечности, а расстояние между ни-
ми к нулю[4], можно получить нелинейные эволюционные уравнения
5-го порядка, описывающие модель ФПУ с потенциалами (2)

ut + uxu
3 + δ2uxxx +

2

5
δ4uxxxxx = 0,

ut + uxu
4 + δ2uxxx +

2

5
δ4uxxxxx = 0.

(3)

Эволюционные дифференциальные уравнения 5-го порядка (3)
являются частными случаями обобщенного уравнения Кавахары[8]

ut + auxu
n + buxxx − cuxxxxx = 0. (4)

Переходя к переменным бегущей волны, получены ОДУ

2

5
δ2wzzzzz + δ2wzzz + wnwz − C0wz = 0, n = 3, 4 (5)

Проведен анализ уравнений (5) на свойство Пенлеве. В обоих слу-
чаях два из трех индексов Фукса являются комплексными. Таким
образом, оба уравнения не обладают свойством Пенлеве и исходные
УЧП не могут быть решены методом обратной задачи рассеяния.
Однако найдены некоторые точные решения уравнений в перемен-
ных бегущей волны [9]

w(z) = Asech(Bz)
4
n . (6)

Решение (6) представляет собой уединенную волну, где А и В явля-
ются параметрами, зависящими от степени взаимодействия и скоро-
сти бегущей волны C0.
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КОЭФФИЦИЕНТЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ИСКАЖЕНИЙ
“ЕСТЕСТВЕННЫХ” НАБЛЮДАЕМЫХ ДЛЯ

КЛАССИЧЕСКОЙ ЧАСТИЦЫ В ПОТЕНЦИАЛЕ
КАЛОДЖЕРО

TOTAL HARMONIC DISTORTIONS OF “NATURAL”
OBSERVABLE VALUES FOR CLASSICAL PARTICLE IN

THE CALOGERO POTENTIAL

Е.С. Алексеева, А.Э. Рассадин

Лаборатория бесконечномерного анализа и математической
физики механико-математического факультета МГУ

им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия; brat_ras@list.ru

Хорошо известно, что в классической механике уравнение одно-
мерного движения частицы единичной массы в потенциале Калод-
жеро:

U(x) =

(
x− 1

x

)2

(1)

имеет для её обобщённой координаты x следующее точное решение
(см. [1] и ссылки там):

x(t, h) = +

√
1 +

h

2
+

√
h (h+ 4)

2
cos(2

√
2 t) , (2)

где параметр h ≥ 0 — энергия частицы.
В квантовой механике уравнение Шрёдингера с потенциалом (1)

решается точно [2, стр. 55]. Функция Грина для потенциала Калод-
жеро, то есть соответствующий интеграл Фейнмана, также вычис-
ляется точно [3].

Континуальный интеграл с потенциалом (1) возникает при на-
хождении явного вида полярного разложения меры Винера [4].

Наконец, при применении к нелинейному уравнению Клейна-
Гордона-Фока с потенциалом Калоджеро теории модуляции Уизема
оказывается, что для групповая vg и фазовая vp скорости модули-
рованной волны связаны тем же соотношением vg vp = 1 [5], что
и аналогичные величины в линейном уравнении Клейна-Гордона-
Фока, потенциал которого соответствует потенциалу гармоническо-
го осциллятора, а при усреднении точного решения (2) по периоду
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колебаний, оказывается, что ẋ2/2 = U(x), то есть средние значения
кинетической и потенциальной энергии частицы в потенциале Ка-
лоджеро равны [1] — точно также, как и в случае гармонического
осциллятора.

Наряду с изохронностью нелинейных колебаний (2) это означает,
что потенциал (1) обладает скрытой симметрией, и свойства этой
симметрии надо исследовать дальше.

В работе [1] были найдены коэффициенты нелинейных искаже-
ний (КНИ) для скорости ẋ и ускорения ẍ классической частицы в
потенциале Калоджеро. Однако эти величины выглядят слишком
сложно, потому что амплитуда первой Фурье-гармоники для коор-
динаты (2) выражается через полные эллиптические интегралы 1-го
и 2-го рода. Между тем, можно указать такие функции динамиче-
ских переменных частицы, двигающейся в потенциале (1), ряды Фу-
рье для которых не содержат специальных функций, а именно, для
обратного квадрата функции (2) такой ряд имеет простой вид:

1

x2(t, h)
= 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n
(

h

h+ 4

)n
2

cos(2
√

2n t) . (3)

КНИ этой функции (с учётом выделения её среднего значения)
вычисляется с помощью формулы суммы бесконечной геометриче-
ской прогрессии:

K

[
1

x2
− 1

]
(h) =

√
h (h+ 4)

4
. (4)

Дифференцируя ряд (3) почленно, получим:

−2 ẋ(t, h)

x3(t, h)
= 4
√

2
∞∑
n=1

(−1)n+1 n

(
h

h+ 4

)n
2

sin(2
√

2n t) , (5)

откуда находим КНИ функции (5):

K

[
−2 ẋ

x3

]
(h) =

1

4

√
h (h2 + 10h+ 32)

2
. (6)

Дифференцируя почленно ряд (5), можно вычислить КНИ для
второй производной по времени от величины (3) и.т.д. Простая за-
висимость коэффициентов этих рядов Фурье от энергии и лёгкость
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вычисления КНИ указывает на то обстоятельство, что наблюдае-
мые x−2, −2 ẋ x−3 и. т. д. являются более естественными для одно-
мерной гамильтоновой системы с потенциалом (1), чем ẋ, ẍ и пр.
Отметим, что найденные ряды Фурье (3) и (5) имеют значение и
для рассмотрения движения в потенциале Калоджеро квантовоме-
ханической частицы, потому что квазиклассические матричные эле-
менты этих величин совпадают с амплитудами Фурье классического
движения [6].

В докладе приведены графики функций (4) и (6) и произведено
их сравнение с графиками функций K[ẋ](h) и K[ẍ](h), вычислен-
ных в работе [1]. Кроме того, дана тракторка равенств Парсеваля
для рядов Фурье (3) и (5) наблюдаемых величин x−2 и −2 ẋ x−3 рас-
сматриваемой динамической системы как теорем вириала.
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В 1973 году Брайану Джозефсону была присуждена Нобелевская
премия "за теоретическое предсказание свойств тока сверхпроводи-
мости, проходящего через туннельный барьер". В центре внимания
доклада будет одна из известных моделей динамики перехода Джо-
зефсона, которая эквивалентна семейству динамических систем на
торе, демонстрирующему эффект захвата фазы типа языков Ар-
нольда, см. диаграммы ниже.

Модель описывается семейством уравнений

φ′t + sinφ = f(ωt, u), ω = const, (1)

где функция f(τ, u) - 2π-периодична по τ , а u лежит в многообразии
U параметров семейства. Замена τ := ωt, g(τ, u) := f(ω−1τ, u)
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приводит (1) к семейству систем на торе:{
φ̇ = − sinφ+ g(τ, u)

τ̇ = ω,
(φ(mod 2πZ), τ(mod 2πZ)) ∈ T2 = R2/2πZ2. (2)

Классическое число вращения Пуанкаре задаёт функцию ρ : U → R
при ω = const. Множества уровней Lr = {u ∈ U | ρ(u) = r}, име-
ющие непустую внутренность, называются зонами захвата фазы.
Как показано в [4], для системы (2) имеет место эффект кванто-
вания: зоны захвата Lr существуют только для целых значений r.
Обратим внимание, что эффект квантования не наблюдается в слу-
чае известного семейства диффеоморфизмов окружности, которое
привело к понятию "языки Арнольда". Семейство уравнений (1) с
g(τ, u) = f(ω−1τ, u) = B + A cos τ , u = (B,A) ∈ R2, использует-
ся в исследованиях динамики перехода Джозефсона а также в ряде
классических и современных задач физики, механики и геометрии.
Далее мы будем его обозначать (1)*. См. выше диаграммы опреде-
ляемых им зон захвата при ω = 1 (слева) и при ω = 0.5 (справа).

ПоложимW := ρ−1(R\Z). Пусть U = R×A. Рассмотрим семей-
ство уравнений (1) с функцией f(τ, u) = B+h(τ, α), 2π-периодичес-
кой по τ и аналитической по (τ, B, α) ∈ R× R×A. Тогда оказыва-
ется, что отображение ρ : W → R \ Z трансверсально регулярно и,
более того: аналитично, не имеет критических точек, и для любого
r ∈ R \ Z прообраз ρ−1(r) есть график функции B = ξr(α), анали-
тической на всем многообразии A. В случае системы (1)∗ возникают
функции ξr(A), см. [2], а каждая зона захвата представляет собой
"гирлянду"из счётного множества компонент: детали см. в [9]. Вся-
кая пара соседних компонент разделена одной точкой. Точки разде-
ла, лежащие на оси B, называются точками роста, а не лежащие на
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ней - перемычками, см. диаграммы выше. Фазовый портрет зон за-
хвата симметричен относительно обеих осей координат. Это связано
с наличием преобразований (φ, τ) 7→ (φ, τ+π) и (φ, τ) 7→ (−φ, τ+π),
меняющих знак у A и B, соответственно. Точки роста задаются фор-
мулами:A = 0,B2−r2ω2 = 1, r ∈ Z. Важная для приложений задача
описания координат (B,A) перемычек оказалась трудной. Результа-
ты в этом направлении получены в [1, 6, 7, 8].

Комплексификация и замены Φ = exp(iφ), z = exp(iωt) преоб-
разуют уравнения (1) в уравнения Риккати

2ωz
dΦ

dz
= i(Φ2 − 1) + 2f(τ, u)Φ, τ = −i ln z.

на римановой поверхности функции ln z. Введя переменные x(z) и
y(z), такие что Φ(z) = y(z)

x(z) , получаем семейство систем линейных
уравнений на вектор-функцию (x(z), y(z)). В случае уравнения (1)*,
сделав замену параметров µ = A

2ω , ` = B
ω , соответствующие линей-

ные системы можно записать в виде:(
x′

y′

)
=

(
G2

z2
+
G1

z
+G0

)(
x
y

)
, G2 = G0 = diag(−µ, 0), G1 =

(
−` 1

2iω
1

2iω
0

)
. (3)

Cистемы (3) имеют всего две особые точки на сфере Римана (в 0 и
в ∞), и когда µ 6= 0, обе они иррегулярны и нерезонансны. Замены
E(z) = y(z) exp(µz), λ = 1

4ω2 − µ2 приводят к специальным дважды
конфлюэнтным уравнениям Гойна

z2E ′′ + ((`+ 1)z + µ(1− z2))E ′ + (λ− µ(`+ 1)z)E = 0. (4)

При µ→ 0 уравнение (4) переходит в уравнение Коши–Эйлера:

z2E ′′ + (`+ 1)zE ′ + λE = 0.

Решения уравнения (1)* явно выражены через решения уравнения
Гойна (4), см. [5, 6]. В [5] указаны параметры, при которых (4) имеет
полиномиальное решение. Описано многообразие таких точек (B,A)
при всех ω > 0. Показано, что эти точки (B,A) лежат на пересе-
чении границ зон захвата с прямой B = `ω, см. [2, 5]. Получены
явные формулы для числа вращения и для отображения Пуанкаре
динамической системы на торе для всех таких (B,A), см. [5].

В [1, 6] описаны условия на параметры уравнения (4) c µ 6= 0,
при которых его общее решение представляет собой аналитическую
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функцию на C\{0}. Исследование этих условий позволило получить
следующий результат: если общее решение уравнения (4) с ` ∈ Z≥0

аналитично на C\{0}, то его уравнение-антипод (4), т.е., с обратным
знаком при `, не имеет полиномиального решения, а `-я производная
любого нетривиального решения уравнения-антипода даёт нетриви-
альное решение исходного уравнения (4). В [6] построен в явном виде
базис пространства решений, состоящий из пары функций, одна из
которых голоморфна всюду, кроме бесконечности, а вторая – всюду,
кроме нуля. Показано, что точка (B,A), для которой все решения
уравнения (4) аналитичны в C \ {0}, является перемычкой.

Другие результаты о зонах захвата для семейства динамических
систем (2) и их приложения к динамике перехода Джозефсона в
модели (1)* см. в статьях [2, 8, 9] и в цитированной литературе к
ним. Все обсуждаемые результаты относятся как к вопросам, непо-
средственно связанным с физическими приложениями, см. [3], так и
к математическим проблемам. Отметим также наши вычислитель-
ные эксперименты, позволившие увидеть динамику диаграмм зон
захвата при ω → 0. Доказательства математических результатов
опираются на теорию комплексных дифференциальных уравнений,
теорию динамических систем, теорию дважды конфлюэнтных урав-
нений Гойна и их изомонодромных деформаций вдоль решений урав-
нения Пенлеве–3. Некоторые вопросы о зонах захвата тесно связаны
с обобщённой проблемой Римана–Гильберта для системы (3).

Мы представим обзор результатов и нерешённых задач.
Работа В.М. Бухштабера и С.И. Тертычного выполнена при поддержке

Российского фонда фундаментальных исследований (№ 17-01-00192). Работа
А.А. Глуцюка выполнена при поддержке Российского Научного Фонда (№ 18-
41-05003).
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При работе с математическими моделями, основанными на нели-
нейных сингулярно возмущенных уравнениях (одним из таких урав-
нений является уравнение реакции-диффузии), довольно часто по-
являются решения с внутренними слоями, которые принято назы-
вать контрастными структурами [1]. Такие решения вызывают се-
рьезный интерес у исследователей, так как они возникают при изу-
чении ряда прикладных задач во многих научных областях, в част-
ности, в химической кинетике, физике полупроводников, биофизи-
ке, астрофизике, в работах, посвященных геофизической плазме, а
также в задачах реакции горения и взрыва и многих других. На
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сегодняшний день активно изучаются контрастные структуры, воз-
никающие при решении моделей, главное уравнение которых имеет
в правой части нелинейность с вырожденными корнями [2-6].

В настоящей работе рассматривается одномерная модель, осно-
ванная на уравнении реакции-диффузии с малым параметром в од-
нородной среде:{

εut + V εux = κε2uxx − f(u, x), (x, t) ∈ Π,

ux(a, t) = 0, ux(b, t) = 0, u(x, 0) = ϕ0(x),

u ∈ C2(Π) ∩ C1(Π),Π = (a, b)× (0, T ),Π = [a, b]× [0, T ].
Будем считать, что f(u) есть гладкая функция, уравнение f(u) =

0 имеет три упорядоченных изолированных корня: ϕ1 < ϕ2 < ϕ3.
Общий вид раcсматриваемой функции можно записать следующим
образом

f(u) = f1(u)f2(u)f3(u),

причем каждая из функций f1;3(u) имеет единственный корень

f1;3(u) = δu1;3α1;3(δu1;3),

где δu1 = u−ϕ1, δu3 = u−ϕ3, функции α1(δu1) и α3(δu3) – заданные
гладкие бесконечно малые положительные функции.

Мы рассматриваем как бесконечно малые степенные функции

α1;3(ω) = C1;3ω
γ,

γ > 0, так и функции, убывающие быстрее любой степени, напри-
мер,

α1;3(ω) = C1;3e
−γ1;3|ω|.

Таким образом выполнены условия, при которых возможно суще-
ствование решений типа перемещающейся контрастной структуры
[7].

В ходе работы показано, что передний и задний участки фронта
контрастной структуры, являющейся решением поставленной зада-
чи, по-разному стремятся к своим стационарным уровням, в частно-
сти, на заднем участке фронта стремление происходит более медлен-
но, чем на переднем, имеющем экспоненциальную скорость стремле-
ния к предельному значению. Полученные результаты строго обос-
нованы с помощью метода дифференциальных неравенств, приме-
нение которого для обоснования задач с малым параметром разра-
ботано Н.Н. Нефедовым, а также согласуются с результатами ком-
пьютерного моделирования, проведенного в ходе исследований.
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Рассматриваются так называемые нерегулярные решения крае-
вой задачи

ÿ + f(y) = y(t, x+ ε)− 2y + y(t, x− ε)+
+α
(
y2(t, x+ε)−2y(t, x+ε)y(t, x)+2y(t, x) ·y(t, x−ε)−y2(t, x−ε)

)
+

+β
(
(y(t, x+ε)−y(t, x))3−(y(t, x)−y(t, x−ε))3

)
, y(t, x+2π) ≡ y(t, x),

(1)

формирующиеся на асимптотически высоких (при ε → 0) модах.
Краевая задача (1) представляет собой обобщение известного урав-
нения дислокаций [1] путем добавления нелинейности уравнения
Ферми–Паста–Улома (ФПУ) (см. [2,3]). Нелинейную функцию f(y)
примем в виде f(y) = ay+ by3 +ϕ(y), где ϕ(y) = o(|y|3) при y → 0.
Порядки малости величин a, b, α, β будем считать одинаковыми. Ин-
тересно отметить, что именно в этом случае нелинейность f(y), ха-
рактеризующая дислокации и нелинейность ФПУ будут вносить в
нормальную форму задачи сопоставимый вклад.

Фиксируем произвольно параметр δ 6= 0 и будем исследовать
решения (1), формирующиеся на модах с номерами

k = ±(2δε−1 + θ +m), m = 0,±1,±2, . . . , (2)

где θ = θ(ε) ∈ [0, 1] дополняет слагаемое 2δε−1 до целого.
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Обозначим γ2(δ, a0) = 4 sin2(δ) + a0. Тогда λm = ±i
[
γ(δ)

(
1 +

ε(θ +m) sin(2δ)

γ2(δ)

)
+ o(ε2)

]
. Введем в рассмотрение функцию и фор-

мальный ряд

y1 =
+∞∑

m=−∞

ξm(τ) exp
(
i
(2δ

ε
+ θ +m

)
x+ iγ(δ)

(
1 +

ε(θ +m) sin 2δ

2γ2(δ)
+ o(ε2)

)
t
)

+

+
+∞∑

m=−∞

ηm(τ) exp
(
i
(2δ

ε
+ θ +m

)
x− iγ(δ)

(
1 +

ε(θ +m) sin 2δ

2γ2(δ)
+ o(ε2)

)
t
)

+ cc,

y = εy1(τ, x, t) + ε2y2(τ, t, x) + ε3y3(τ, x, t) + . . . , (3)
Здесь τ = ε2t, через cc обозначаются слагаемые, комплексно со-
пряженные к содержащимся в той же скобке, а yi – периодически
зависят от x и от t. Обозначим

ξ(τ, x) =
+∞∑

m=−∞
ξm(τ) exp(imx), η(τ, x) =

+∞∑
m=−∞

ηm(τ) exp(imx).

Подстановка (3) в (1) на каждом шаге исполнения алгоритма
дает соответствующие краевые задачи для определения yi(τ, t, x).
При ε2 получаем

y2(τ, t, x, ε) = A11ξ
2 exp(2iϕ)+A22η

2 exp(2iψ)+A12ξη exp(i(ϕ+ψ))+cc,

где A11 = A22 =
8iα sin(2δ) sin2(δ)

3(a0 + 4 sin2(δ))
, A12 = −16iα sin(2δ) sin2(δ)

a0 + 4 sin2(δ)
,

ϕ =
(2δ

ε
+ θ
)
x + γ(δ)

(
1 + εθγ−2(δ)

1

2
sin(2δ)

)
t, ψ =

(2δ

ε
+ θ
)
x −

γ(δ)
(

1 + εθγ−2(δ)
1

2
sin(2δ)

)
t.

При ε3 получается задача для y3(t, τ, x). В правой части соот-
ветствующего уравнения будут содержаться третьи и первые гар-
моники по ϕ и ψ. Учитывая, что первые гармоники являются резо-
нансными, для данной задачи условия существования ограниченных
решений выражаются следующей краевой задачей относительно ξ и
η

L+(δ)ξ = 3ξ(|ξ|2 + 2|η|2) ·
([
− 6 + 2 cos(2δ)− cos(4δ)

2

]
· β + b

)
,

L−(δ)η = 3η(2|ξ|2 + |η|2) ·
([
− 6 + 2 cos(2δ)− cos(4δ)

2

]
· β + b

)
,

ξ(τ, z+ + 2π) ≡ ξ(τ, z), η(τ, z− + 2π) ≡ η(τ, z).
(4)
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Здесь L+(δ)ξ
def
= 2iγ(δ)

∂ξ

∂τ
−a1ξ−R(δ)·

[ ∂2ξ

∂z2
+

+2iθ
∂ξ

∂z+
−θ2ξ

]
, L−(δ)η

def
=

−2iγ(δ)
∂η

∂τ
−a1η−R(δ)·

[∂2η

∂z2
−

+2iθ
∂η

∂z−
−θ2η

]
, z± = x±γ−1(δ)

sin(2δ)

2
t,

R(δ) = cos(2δ)− 1

4
γ−2(δ) sin2(2δ).

Связь между решениями краевой задачи (4) и исходной крае-
вой задачи (1) устанавливает следующее утверждение. В нем будет
фигурировать последовательность εn → 0, которая определяется
условием θ(ε) = θ0.

Теорема. Зафиксируем произвольно параметры δ и θ0 ∈ [0, 1).
Пусть ξ(τ, z+) и η(τ, z−) — решения задачи (4) при θ = θ0, ограничен-
ные при τ → ∞, x ∈ [0, 2π]. Тогда существует последовательность
εn → 0, определяемая условием θ(ε) = θ0, что при ε = εn краевая
задача (1) имеет асимптотическое по невязке с точностью до o(ε3)
решение ỹ(t, x, εn), для которого имеет место представление (3)

ỹ(t, x, ε) = εy1(τ, t, x) + ε2y2(τ, t, x) + ε3y3(τ, t, x).

Таким образом, краевая задача (4) играет роль нормальной фор-
мы для исходной краевой задачи (1) и определяет ее быстроосцил-
лирующие по пространству решения.

3Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 18-29-10043.
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Для описания математической модели полносвязной осцилля-
торной генной сети в соответствии с [1] будем использовать систему

u̇j = −uj +
α

1 + uγj (t− h)
+

m∑
s=1
s6=j

β

1 + uγs(t− h)
, j = 1, 2, . . . ,m, (1)

в которой uj = uj(t) — концентрация белка, соответствующего j-
ому гену-авторепрессору. Считаем,что эти авторепрессоры связаны
между собой по принципу ”каждый со всеми”. Кроме того, предпо-
ложим, что параметры α, β, γ, h положительны. Будем исследовать
вопрос об аттракторах системы (1) в случае, когда параметр γ ве-
лик, а остальные параметры имеют порядок единицы. Точнее гово-
ря, всюду ниже предполагаем, что

γ = 1/ε, 0 < ε� 1, β > α > 1, (2)

Далее, выполним в системе (1) замены переменных uj = expxj, j =
1, 2, . . . ,m. В результате с учетом соотношений (2) она принимает
вид

ẋj = −1 + exp(−xj)

(
α

Ω(xj(t− h), ε)
+

m∑
s=1
s6=j

β

Ω(xs(t− h), ε)

)
, (3)

где j = 1, 2, . . . ,m, Ω(y, ε) = 1 + exp(y/ε).
Ввиду сложности системы (3) ограничимся изучением специаль-

ных ее периодических решений – так называемых режимов двухкла-
стерной синхронизации.
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Для описания упомянутых режимов фиксируем произвольно на-
туральное k : 1 ≤ k ≤ m − 1 и предположим, что совокупность
индексов 1 ≤ j ≤ m разбита на два непересекающихся множе-
ства A и B, состоящих из k и m − k элементов соответственно, т.е.
{1, 2, . . . ,m} = A∪B. Тогда, очевидно, система (3) допускает реше-
ния с компонентами

xj = v(t) при j ∈ A, xj = w(t) при j ∈ B, (4)

где переменные v, w удовлетворяют вспомогательной системе

v̇ = −1 + exp(−v)

(
αk

Ω(v(t− h), ε)
+

βm−k
Ω(w(t− h), ε)

)
,

ẇ = −1 + exp(−w)

(
αm−k

Ω(w(t− h), ε)
+

βk
Ω(v(t− h), ε)

)
,

(5)

в которой αs = α + (s − 1)β, βs = sβ, s = 1, 2, . . . ,m. Если же, в
свою очередь, система (5) имеет неоднородное периодическое реше-
ние (для которого v(t) 6≡ w(t)), то отвечающее ему решение (4) ис-
ходной системы (3) назовем периодическим режимом двухкластер-
ной синхронизации. Тем самым проблема существования таких ре-
жимов сводится к отысканию неоднородных периодических реше-
ний системы (5), и справедливо следующее утверждение (см. также
[2,3]).

Теорема 1. Пусть натуральное k : 1 ≤ k ≤ m−1 произвольно
фиксировано, параметры α, β удовлетворяют условию из (2), а для
запаздывания h выполняется оценка

h < ln(βk/αk). (6)

Тогда найдется такое достаточно малое εk > 0, что при всех
0 < ε ≤ εk система (5) допускает экспоненциально орбитально
устойчивый неоднородный цикл

Ck : (v, w) = (vk(t, ε), wk(t, ε)), (7)

компонента vk(t, ε) которого знакопеременна, а компонента wk(t, ε)
строго положительна.

Цикл Ck порождает целое семейство периодических режимов
двухкластерной синхронизации, задающихся равенствами (4), в ко-
торых v(t) = vk(t, ε), w(t) = wk(t, ε). Совокупность таких режимов
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обозначим через Uk и заметим, что их количество совпадает с ко-
личеством всевозможных разбиений на множества A и B, а значит,
равно Ck

m.
Отметим два свойства системы (3). Во-первых, несложная про-

верка показывает, что она инвариантна относительно замен
(x1, x2, . . . , xm) → (xj1, xj2, . . . , xjm), где (j1, j2, . . . , jm) – произволь-
ная перестановка набора индексов (1, 2, . . . ,m). Во-вторых, периоди-
ческие режимы из семейства Uk допускают кодирование с помощью
символьных векторов вида

(ϑ1, ϑ2, . . . , ϑm) : ϑj = a или b, j = 1, 2, . . . ,m. (8)

Точнее говоря, предполагаем, что j-я координата вектора (8) рав-
на a или b при j ∈ A или j ∈ B соответственно. В этом случае
между векторами (8), содержащими k символов a и m− k символов
b, и циклами семейства Uk имеет место взаимно однозначное соот-
ветствие. Таким образом любые два цикла из Uk переходят друг в
друга под действием указанных замен, а значит, имеют одинако-
вые свойства устойчивости. Это позволяет свести проблему устой-
чивости всех режимов семейства Uk к исследованию устойчивости
только одного цикла (4), соответствующего символьному вектору
( a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

k

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
m−k

). На этом пути получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Периодические режимы семейства Uk экспонен-
циально орбитально устойчивы при k = 1 и неустойчивы при
2 ≤ k ≤ m− 1.

Завершая описание основных результатов работы, добавим, что
согласно (6) при условии h < ln(βm−1/αm−1) в системе (3) сосуще-
ствуют двухкластерные режимы всех семейств Us, s = 1, . . . ,m− 1.
Однако устойчивыми среди них являются лишь m циклов из U1.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 18-29-10055).
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РЕЛАКСАЦИОННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ХАТЧИНСОНА С НЕПОСТОЯННЫМ

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

RELAXATION SOLUTIONS OF HUTCHINSON
EQUATION WITH INCONSTANT DELAY

В.О. Голубенец

ЯрГУ им. П.Г. Демидова, Ярославль, Россия;
golubenets2010@yandex.ru

Рассмотрим уравнение Хатчинсона с непостоянным запаздыва-
нием

Ṅ = λN [1−N(t− h(λ)− f(N))] ,

где λ – достаточно большой параметр (λ� 1). Функция h(λ) поло-
жительна и удовлетворяет условию

lim
λ→∞

h(λ) = ` (0 ≤ ` < 1),

причем если ` = 0, то lim
λ→∞

λh(λ)/ lnλ = ∞. Функция f(N) поло-
жительна и достаточно гладкая при N ≥ 0, монотонно убывает при
N > 0, а также удовлетворяет равенствам

• f(1) = 1− `;

• lim
N→∞

f(N) = 0.

Пространство C([−τ0, 0]), где τ0 = f(0)+sup
λ�1

h(λ), является фазовым
для исходного уравнения.

Теорема 1. При сформулированных условиях на функции h(λ)
и f(N) и при λ � 1 исходное уравнение имеет нелокальное релак-
сационное периодическое решение N(t, λ) с начальным условием из
выпуклого, ограниченного и замкнутого множества:

{ϕ(t) ∈ C([−τ0, 0]), eλt ≤ ϕ(t) ≤ eaλt, ϕ(0) = 1}, a ∈ (0, 1).

Обозначим через T (λ) период этого решения, а также введем
следующие обозначения:

M(λ) = max
06t6T (λ)

N(t, λ), m(λ) = min
06t6T (λ)

N(t, λ).
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Положим также
d = exp

(
−1

a

)
.

Пусть t0(λ) – промежуток времени, за который решение N(t, λ) из-
меняется от максимального значения M(λ) до значения N ≡ 1.

Асимтотические свойства указанного периодического решения
зависят от выбора конкретного вида функции h(λ). Следующая тео-
рема описывает эти зависимости.

Теорема 2. При λ� 1 выполнены неравенства:

M(λ) > d exp (λh(λ)),

m(λ) 6 exp

(
λ

[
− d

λe
exp (λh(λ)) + 1 + τ0

])
,

T (λ) >
d

λe
exp (λh(λ))− 1− τ0.

Для всякого 0 < δ < 1 найдется такое λ0 > 0, что при всех λ > λ0

справедливо неравенство

t0(λ) > 1− `− δ.

Доказательство приведенных теорем строится с помошью метода
большого параметра.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 19-31-90082.

ЛИТЕРАТУРА
1. Hale J.K. Theory of functional differential equations. Springer-Verlag, 1977.
2. Кащенко С.А. Асимптотика решений обобщенного уравнения Хатчин-

сона // Моделирование и анализ информационных систем. 2012. Т. 19,
№ 3. С. 32.

31



International Conference “Dynamics. 2019. Yaroslavl”

РЕЖИМЫ С САМООРГАНИЗАЦИЕЙ ОДНОГО
КЛАССА РАСПРЕДЕЛЕННЫХ БИОФИЗИЧЕСКИХ

МОДЕЛЕЙ

SELF-ORGANIZATION MODES OF ONE CLASS OF
DISTRIBUTED BIOPHYSICAL MODELS

В.Е. Горюнов
ЯрГУ им. П.Г. Демидова, Ярославль, Россия; salkar@ya.ru

В популяционной биологии часто применяется логистическое урав-
нение с запаздыванием и диффузией, которое описывает изменение
плотности численности популяции в некотором ареале при простей-
шем учете возрастной структуры. В работе рассматривается краевая
задача следующего вида:

Ṅ = D∆N + r

[
1− 1

K
Nt−1

]
N,

∂N

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (1)

где N ≡ N(t, x) — плотность популяции в момент времени t в точке
x выпуклой плоской области Ω ⊂ R2 с гладкой границей ∂Ω, ∆ —
оператор Лапласа, D — коэффициент диффузии, r — мальтузиан-
ский коэффициент линейного роста,Nt−1 ≡ N(t−1, x),K — средняя
численность популяции, ν — направление внешней нормали к гра-
нице ∂Ω. Предполагается, что K = 1 и mesΩ = 1. Первое равенство
достигается путем замены переменной N(t, x)→ KN(t, x), а второе
— подходящей заменой пространственных переменных.

Относительно просто задача решается асимптотическими мето-
дами [1] при r = π/2 + ε и D = εd, где ε — положительный малый
параметр. В этом случае удается найти критическое значение диф-
фузии d∗, при котором пространственно однородный режим теряет
устойчивость и от него ответвляются пространственно неоднород-
ные режимы, которые имеют вид ведущих центров [2]. Отметим, что
динамические свойства этих циклов (среднее, минимумы по време-
ни и пространству, минимумы средних) остаются практически неиз-
менными по сравнению с пространственно однородным режимом.
Также некоторые результаты удается получить в случае, когда па-
раметр r достаточно велик. В остальных ситуациях используются
численные методы. С их помощью у краевой задачи (1) выделяются
сосуществующие устойчивые режимы и вычисляются их динамиче-
ские характеристики.
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Для решения системы при r = 3 применялся метод Дормана–
Принса пятого порядка с переменной длиной шага интегрирования
(DOPRI54). Квадратная область Ω = {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤
x2 ≤ 1} покрывалась решеткой из 100 × 100 узлов. Таким обра-
зом, рассматривалась система из 10000 уравнений с запаздыванием
и диффузионной связью.

Представляет интерес поиск решений задачи (1), минимум сред-
него по пространству у которых качественно отделен от нуля, по-
скольку в таком случае популяция не вымирает с течением време-
ни, всегда сохраняя некоторый необходимый для дальнейшего су-
ществования запас особей.

Были обнаружены три разных типа устойчивых решений при
значениях D, близких к критическому для r = 3 значению D∗ ≈
0.0373, динамические характеристики которых существенно отли-
чаются от пространственно однородного решения. Два из них яв-
ляются периодическими, одно — двухчастотное, и каждое из них
имеет симметричную пару. Причем один из таких режимов сосуще-
ствует с пространственно однородным режимом краевой задачи при
четырехкратном превышении D∗. Минимум среднего по простран-
ству этих режимов всегда отделен от нуля вследствие непрерывного
перемещения популяции по области Ω, поэтому будем именовать ре-
шения такой структуры режимами самоорганизации [3].

Исследована трансформация режима ведущего центра при плав-
ном уменьшении значения D, а также рассмотрен процесс перехода
режима самоорганизации типа “вихрь” к классической спиральной
волне.

Также изучены некоторые производные режимы сложной струк-
туры при значении D, значительно ниже критического. Это режим
«блуждающего ведущего центра», названный так из-за плавного цик-
лического перемещения ведущего центра по одной из диагоналей
рассматриваемой области, который является циклом с относитель-
но большим периодом (T ≈ 116.81 при D = 0.0015); режим двух
однонаправленных пар согласованных вихрей — цикл с периодом
T ≈ 3.239 при D = 0.005; двухчастотный режим двух согласован-
ных вихрей с разными направлениями вращения; многочастотный
режим тройной спиральной волны. Отдельно по шагам разобран
процесс генерации устойчивого режима, основанного на шестнадца-
ти спиральных волнах.

Особо выделены три интервала сосуществования описанных ат-
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тракторов — D ∈ (0.0085, 0.0207), в котором сосуществуют шесть
описанных в работе режимов, а также D ∈ [0.0012, 0.002], в котором
сосуществуют десять описанных режимов, и D ∈ [0.0003, 0.0005],
в котором сосуществуют шесть описанных режимов. Тем самым, в
этих промежутках имеет место мультистабильность.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-
10055).
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В работе будет рассмотрено дифференциальное уравнение с част-
ными производными

wtt+g1wt+g2wtxxxx+wxxxx− bwxx+dw+cwx = F (wxx, wx, wxt) (1)

вместе с краевыми условиями

w(t, x+ 2π) = w(t, x), wx(t, x+ 2π) = wx(t, x),

wxx(t, x+ 2π) = wxx(t, x), wxxx(t, x+ 2π) = wxxx(t, x),
(2)
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где w = w(t, x) - функция, зависящая от пространственной пере-
менной x и времени t. Нелинейность F будет выбрана следующим
образом:

F (wxx, wx, wxt) =
q1

2π
wxx

2π∫
0

(wx)
2dx+

q2

π
wxx

2π∫
0

wxtwxdx.

Наконец, g1, g2, q1, q2, d, c, b - некоторые положительные постоян-
ные. Основной параметр - это приведенная скорость набегающего
потока газа (воздуха) c. В монографии [1] данная краевая задача
(1), (2) предложена в качестве простейшей математической модели
флаттера удлиненной пластинки, обтекаемой сверхзвуковым пото-
ком газа. Отметим, что в монографии [1], а также в работе [2] она
была изучена при дополнительном предположении, что g2 = 0.

Для изучения вопроса об устойчивости нулевого состояния рав-
новесия следует рассмотреть линеаризованный вариант краевой за-
дачи (1), (2), который приводит к следующему утверждению.

Утверждение. Существует такое значение c = c∗ > 0, что при
c < c∗ нулевое состояние краевой задачи (1), (2) асимптотически
устойчиво, а при c > c∗ теряет свою устойчивость. При этом, если
c = c∗, то реализуется критический случай в задаче об устойчивости.
При этом

c∗ = min cn, cn =
g1 + g2n

4

n

√
n4 + bn2 + d, n = 1, 2, 3...

Отметим, что при g2 = 0 последовательность cn достигает своего
минимума на номере n = n0 (и, конечно же, n = −n0), где n0, в
свою очередь, равно одному из двух значений: j0, либо j0 + 1, где
j0 = entier( 4

√
d). Если при этом значение d достаточно мало, то,

очевидно, что n0 = 1. Аналогичный факт имеет место при малых
d, если g2 > 0. В остальных случаях требуется более детальный
анализ.

Предположим, что w = w(t, x) - решение данной краевой задачи
(1), (2). Тогда такое решение можно представить в виде ряда

w(t, x) =
∞∑

n=−∞
wn(t) exp(inx). (3)

В свою очередь, коэффициенты ряда (3) удовлетворяют следующей
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бесконечной системе обыкновенных дифференциальных уравнений

w′′n +Gnw
′
n + (Kn + icn)wn = −n2

(
q1

∞∑
m=−∞

m2|wm|2 + q2
d

dt

∞∑
m=−∞

m2|wm|2
)
wn,

(4)
где wn = wn, n = 0,±1,±2... Система (4) может иметь решение
следующего вида:

wk = ηk exp(iωkt), w−k = ηk exp(−iωkt), ωk ∈ R, (5)

а wn = 0, если n 6= k. Без нарушения общности можно считать, что
ηk > 0. После подстановки функций (5) в уравнение (3) получим
уравнение для определения ωk и ηk:

−ω2
k + (g1 + g2k

4)iωk + (k4 + bk2 +d+ ick) = −2k4q1|ηk|2, |η−k| = |ηk|,

откуда следует, что

ωk = − kc

g1 + g2k4
, η2

k =
1

2k2q1
· 1

(g1 + g2k4)2
(c2 − c2

k),

где c2
k = (g1+g2k

4)2

k2 (k4 + bk2 + d).
Теорема 1. Пусть c > ck. Тогда краевая задача (1), (2) имеет

автомодельное периодическое решение

wk(t, x) = ηk(exp(iωkt+ ikx+ iφk) + exp(−iωkt− ikx− iφk)), (6)

где φk - произвольное действительное число.
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DEVIATE IN BOUNDARY CONDITION
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Рассмотрим нелинейную краевую задачу с отклонением в крае-
вом условии:

u̇ = u′′ + γu− u3, (1)

u′(0, t) = 0, u′(1, t) = αu(0, t), (2)

где u = u(x, t) – гладкая функция при t ≥ 0 и x ∈ [0, 1], а параметры
α, γ ∈ R.

Представляет интерес ситуация, когда нулевое решение теряет
свою устойчивость. Это может происходит одним из двух спосо-
бов: дивергентным, когда среди всевозможных собственных значе-
ний имеется нулевое значение, или колебательным, соответствую-
щим случаю выхода пары собственных значений с максимальной
действительной частью на мнимую ось. Задача исследования состо-
яла в изучении свойств потери устойчивости нулевого решения кра-
евой задачи (1), (2), т.е. в поиске критических значений параметров
α и γ и построении асимптотических формул для режимов, от него
ответвляющихся.

Поскольку получить нужные критические значения параметров
с использованием одного лишь аналитического аппарата доволь-
но затруднительно, исследование осуществлялось численно. В ре-
зультате были выявлены критические зависимости параметров α, γ,
для которых нулевое решение краевой задачи (1), (2), дивергентно
или колебательно теряет устойчивость. При значениях параметра α,
близких к критическим, была построена нормальная форма и на ее
основе были определены условия появления неоднородных состоя-
ний равновесия в одном случае и циклов в другом.
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DYNAMICS OF TWO WEAKLY COUPLED
OSCILLATORS WITH DELAY FOR VARIOUS

COUPLING STRENGTH
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Рассмотрим систему двух дифференциально-разностных уравне-
ний

u̇0 + u0 = λF (u0(t− T )) + γ(u1 − u0),
u̇1 + u1 = λF (u1(t− T )) + γ(u0 − u1).

(1)

Здесь ui (i = 0, 1) — действительные функции, параметры T , λ и γ
положительные. Мы предполагаем, что гладкая нелинейная функ-
ция F (u) является финитной, то есть для некоторого p > 0 имеем
F (u) ≡ 0 при |u| ≥ p, а внутри отрезка u ∈ [−p, p] потребуем, чтобы
функция F (u) удовлетворяла следующим условиям{

F (u∗) 6= 0 кроме конечного числа точек,
если F (u∗) = 0, то F ′(u∗) 6= 0 или F ′′(u∗) 6= 0.

Ключевым предположением работы является то, что положи-
тельный параметр λ является большим, а коэффициент связи γ яв-
ляется малым

λ� 1, 0 < γ � 1.

В работе изучается зависимость нелокальной динамики модели
(1) от величины параметра связи γ. С этой целью рассматриваются
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четыре случая

1) γ = γ1(lnλ)−1,
2) γ = γ1(lnλ)−1λ−α, 0 < α ≤ 1/2,
3) γ = γ1λ

−α, 1/2 < α < 1,
4) γ = γ1λ

−1,

где γ1 — положительная константа.
В каждом из случаев мы изучаем вопросы существования и устой-

чивости релаксационных циклов исходной системы. С помощью спе-
циального метода большого параметра изучение динамики исходной
бесконечномерной системы сводится к изучению динамики постро-
енного трехмерного отображения (см., например, [1]). Грубым цик-
лам построенного отображения соответствуют релаксационные цик-
лы исходной системы той же устойчивости.

В первом, втором и четвертом случаях построенные отображе-
ния могут иметь несколько сосуществующих грубых циклов, а в
третьем случае все решения построенного отображения являются
негрубыми циклами. Таким образом, в первом, втором и четвертом
случаях при подходящем выборе функции F в системе (1) наблюда-
ется мультистабильность. В работе найдена асимптотика решений
исходной системы, а также показано, что величина всплесков и пе-
риод полученных решений во всех четырех случаях различны.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-
учного проекта № 18-29-10055.

ЛИТЕРАТУРА
1. Kashchenko A.A. Multistability in a system of two coupled oscillators with

delayed feedback // Journal of Differential Equations. 2019. V. 266, № 1.
P. 562–579.

39



International Conference “Dynamics. 2019. Yaroslavl”

ЛОКАЛЬНАЯ ДИНАМИКА ЛОГИСТИЧЕСКОГО
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THE LOCAL DYNAMICS OF LOGISTIC EQUATION
WITH DELAYS
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Логистическое уравнение с запаздыванием

Ṅ = r

[
1− N(t− T )

K

]
N

хорошо описывает динамику изменения численности простейших
популяций, обитающих в однородной среде. Здесь N > 0 норми-
рованная численность, r > 0 мальтузианский коэффициент, T > 0
время запаздывания (возраст половозрелости), K – средняя числен-
ность популяции, обусловленная емкостью среды.

В этом уравнении учитывается лишь возраст половозрелости T ,
однако вклад в изменение численности популяции для возрастных
групп, перешедших этот возраст, может быть различным. Для учета
возрастной структуры рассмотрим более сложное уравнение с двумя
запаздываниями

Ṅ = r

[
1− α1N(t− T1) + α2N(t− T2)

K

]
N,

где T1 > T2 > 0, а весовые коэффициенты α1 ≥ 0 и α2 ≥ 0 определя-
ют вклад соответствующей возрастной группы, причем α1 +α2 = 1.
Положим

a = −α−1
1 α2 < 0.

Тогда с помощью нормирующих замен r → r(1 − a)T−1
1 , t → T1t и

замен N = K(1 + u) и H = T2T
−1
1 < 1 приходим к уравнению

u̇ = r[au(t− 1)− u(t−H)](1 + u). (1)

Это уравнение имеет нулевое решение, которое соответствует ре-
шению N ≡ K. Изучим поведение всех его решений с начальными
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условиями (в пространстве C[−1,0]) из некоторой достаточно малой
окрестности нулевого состояния равновесия.

Основное предположение работы состоит в том, что параметр r
является достаточно большим: r � 1. Удобно ввести обозначение
ε = r−1. Тогда 0 < ε� 1.

При фиксированных значениях a и H и при достаточно малых ε
характеристическое уравнение

ελ+ exp(−λH) = a exp(−λ).

имеет корень с положительной (и отделенной от нуля при ε→ 0) ве-
щественной частью, т. е. нулевое состояние равновесия в (1) неустой-
чиво и задача о поведении его решений в окрестности нуля являет-
ся нелокальной. В связи с этим будем рассматривать только малые
значения параметра H: H = εh.

Показано [1], что при h > π/2 изучаемое состояние равновесия
неустойчиво, а при 0 < h ≤ π/2 найдется такое a0 = a0(h), что при
|a| < a0 решение u ≡ 0 асимптотически устойчиво и все решения из
некоторой достаточно малой, но фиксированной при ε → 0 окрест-
ности нулевого состояния равновесия стремятся к нулю при t→∞.
Если же |a| > a0, то нулевое решение при этом условии неустойчиво
и задача о динамике решений становится нелокальной.

Отсюда вытекает, что в рассмотрении нуждается случай, когда
параметр a близок к ±a0(h0) при h близком к h0 ∈ (0, π/2]. В связи
с этим ниже полагаем, что для некоторых фиксированных значений
a1 и h1 имеет место представление

h = h0 + εαh1, a = ±a0(h0) + εαa1, α > 0

В этом случае характеристическое уравнение имеет бесконечно мно-
го корней, вещественные части которых стремятся к нулю при ε→
0, и нет корней с положительной и отделенной от нуля вещественной
частью.

Сделаем несколько обозначений. Пусть ω0 – это точка минимума
функции 1+ω2−2ω sinωh, а θ = θ(ε) ∈ [0, 2π) дополняет до кратного
2π величину ω0ε

−1.
Рассмотрим комплексное параболическое уравнение

∂ξ

∂τ
= d

∂2ξ

∂x2
+

(
2id(θ + ϕ)

)
∂ξ

∂x
+

(
b+ d(θ + ϕ)2

)
ξ + σξ|ξ|2,

ξ(τ, x+ 1) ≡ ξ(τ, x). (2)
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Здесь параметры d, b, ϕ, σ определяются коэффициентами исходной
задачи (Re d > 0). Точные значения коэффициентов см. в [1]. В
рассматриваемом случае справедлива следующая теорема.

Теорема. [1] Пусть ξ0(τ, x) – ограниченное при τ →∞, x ∈ [0, 1]
решение краевой задачи (2) при θ = θ∗ ∈ [0, 2π). Пусть стремящаяся
к нулю последовательность εn такова, что θ(εn) = θ∗. Тогда уравне-
ние (1) при ε = εn имеет асимптотическое по невязке с точностью
до O(ε3) равномерно по всем t ≥ 0 решение u0(t, ε), для которого

u0(t, ε) = ε

[
ξ0(ε

2t, (1 +O(1))t) exp(iω0ε
−1t)+

+ξ̄0(ε
2t, (1 +O(1))t) exp(−iω0ε

−1t)

]
+

При ε → 0 выражение θ = θ(ε) принимает каждое значение
из промежутка [0; 2π) бесконечное количество раз, а следователь-
но вид решений (2) и их устойчивость могут меняться бесконеч-
ное количество раз. Это позволяет сделать вывод о возможности
бесконечного процесса прямых и обратных бифуркаций в (1) при
ε → 0. Например, это могут быть бифуркации рождения и гибели
устойчивого цикла в результате супер- и субкритических бифурка-
ций Андронова-Хопфа.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-
учного проекта № 18-29-10043.
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Рассмотрим модель оптоэлектронного осциллятора, описываемо-
го дифференциально-интегральным уравнением с запаздыванием,
которое представляет собой реализацию модифицированного урав-
нения Икеды с задержкой по времени [1]:

ε
dx

dt
+ x+ δ

∫ t

t0

x (s) ds = β1F (x(t− τ)) .

Эта задача сводится к уравнению второго порядка с запаздыванием

ε
d2y

dt2
+
dy

dt
+ δy = β1F

(
dy

dt
(t− τ)

)
. (1)

Как и в [1], будем считать, что параметры ε и δ малы и пропорцио-
нальны:

0 < ε� 1, δ = kε.

Характеристический квазиполином линеаризованной в нуле за-
дачи имеет вид

ελ2 + λ+ kε = λβe−λ.

Показано , что при |β| < 1 нулевое состояние равновесия устойчиво,
а при |β| > 1 – неустойчиво. В критических случаях β = ±1 ха-
рактеристическое уравнение имеет бесконечное количество корней,
стремящихся к мнимой оси при ε→ 0. Таким образом критические
случаи имеют бесконечную размерность.

Для исследования поведения решений в случае β = ±1 построе-
ны квазинормальные формы – специальные нелинейные уравнения
параболического типа, не содержащие малых параметров, решения
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которых дают главную часть асимптотических по невязке равномер-
но по t ≥ 0 решений уравнения (1).
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Рассматривается вопрос о динамических свойствах решений с на-
чальными условиями из некоторой достаточно малой окрестности
нулевого состояния равновесия уравнений и систем уравнений па-
раболического типа, близких к уравнениям Шредингера. Наиболее
ярким представителем такого класса уравнений является уравнение

∂u

∂t
= (id0 + εd1)

∂2u

∂x2
+ (b0 + εb1)

∂u

∂x
+ (ia0 + εa1)u+ γu|u|2 (1)

с периодическими краевыми условиями

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (2)

Здесь ε > 0 — малый параметр: 0 < ε� 1; коэффициенты d0, b0, a0

вещественны, а для коэффициента d1 выполнено условие Re d1 > 0,
которое говорит о том, что краевая задача (1), (2) имеет параболи-
ческий тип. Отметим, что параметры b0 и a0 здесь можно считать
нулевыми, т.к. они уничтожаются простыми заменами x → x + b0t
и u→ u exp (ia0t).
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Существенно более сложное поведение решений наблюдается у
другого уравнения шредингеровского типа

∂u

∂t
= (id0 + εd1)

∂2u

∂x2
+ (b0 + εb1)

∂u

∂x
+ (ia0 + εa1)u+

+ γ1u
2 + γ2u

3 + γu|u|2 (Imd0 = 0), (3)

которое тоже будем рассматривать с периодическими краевыми усло-
виями (2). Вещественный параметр b0 и здесь можно считать рав-
ным нулю, а параметр a0 уже «убрать» нельзя.

Обратим внимание на весьма важное обстоятельство. Все соб-
ственные значения характеристического уравнения для линеаризо-
ванных в нуле краевых задач (1), (2) и (3), (2) при ε = 0 являются
чисто мнимыми. Отсюда, в частности, следует, что в задаче об устой-
чивости их нулевого состояния равновесия реализуется критический
случай бесконечной размерности.

Наиболее общие двухкомпонентные системы, которые будем на-
зывать системами шредингеровского типа, имеют вид

∂u

∂t
= (D0 + εD1)

∂2u

∂x2
+ (B0 + εB1)

∂u

∂x
+ (A0 + εA1)u+ F (u), (4)

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (5)

Здесь все компоненты в (4) вещественные, u = (u1, u2); Dj, Bj,
Aj (j = 0, 1) — постоянные 2 × 2-матрицы, а нелинейная вектор-
функция F (u) является достаточно гладкой и имеет в нуле порядок
малости выше первого. Удобно считать, что

F (u) = F2(u, u) + F3(u, u, u) + o(|u|4),

где вектор-функции Fj(∗, . . . , ∗) линейны по каждому аргументу.
Условие параболичности краевой задачи (4), (5) означает, что соб-
ственные значения матрицы D0 + εD1 имеют положительные веще-
ственные части (при 0 < ε � 1). Отсюда, например, получаем, что
собственные значения матрицы D0 имеют неотрицательные веще-
ственные части.

Предложен алгоритм нормализации, т. е. сведения исходной си-
стемы к бесконечной системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений для медленно меняющихся амплитуд. Выделены ситуации,
когда соответствующие системы удается компактно записать в виде
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краевых задач со специальными нелинейностями. Эти краевые за-
дачи играют роль нормальных форм для исходных параболических
систем. Их нелокальная динамика определяет поведение решений
исходной системы с начальными условиями из некоторой достаточ-
но малой и независящей от малого параметра окрестности состоя-
ния равновесия. В качестве важных приложений рассмотрены ска-
лярные комплексные параболические уравнения шредингеровского
типа.

ЛОКАЛЬНЫЕ БИФУРКАЦИИ В ОДНОМ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ

УРАВНЕНИИ

LOCAL BIFURCATIONS IN ONE
FUNCTIONAL–DIFFERENTIAL EQUATION

А.М. Ковалева

Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
Ярославль, Россия; anastasia2kovaleva@gmail.com

В работе рассматривается математическая модель, описываю-
щая процесс формирования рельефа на поверхности полупровод-
ников под влиянием потока ионов [1, 2]. Данный технологический
процесс применяется в наноэлектронике, в том числе при создании
микропроцессоров. Изучаемая математическая модель основана на
идеях нелокальной модели эрозии [3, 4] и модели Бредли–Харпера.
Модель Бредли–Харпера [1, 2] является традиционной математи-
ческой моделью данного технологического процесса и использует
различные модификации широко известного уравнения Курамото–
Сивашинского [5, 6].

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ut = −uxxxx − buxx − cwx + c1w
2
x. (1)

В уравнении (1) w(t, x) = u(t, x − h), h — пространственное откло-
нение, а параметр c > 0.

Дополним задачу периодическим краевым условием

u(t, x) = u(t, x+ 2π) (2)
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и начальным условием

u(0, x) = f(x). (3)

Пусть f(x) ∈ Q2(δ) достаточно малому шару гильбертова простран-
ства H2

2 (пространство Соболева 2π периодических функций, имею-
щих интегрируемые с квадратом обобщенные производные до вто-
рого порядка включительно). Такое условие позволяет утверждать,
что поставленная смешанная задача (1) – (3) локально корректно
разрешима.

Для краевой задачи (1), (2) изучен вопрос о существовании и
устойчивости пространственно неоднородных решений. Поставлен-
ная краевая задача рассматривалась при двух значениях простран-
ственного отклонения h = π/2, h = π/3.

Для однородных состояний равновесия был рассмотрен вопрос о
возможности реализации критических случаев в задаче об устой-
чивости. К случае близком к критическому пары простых чисто
мнимых собственных значений было показано, что краевая задача
(1) – (2) имеет периодические решения второго рода по переменной
t, которые также зависит от x. Аналогичный результат получен в
случае близком к критическому двукратного нулевого собственного
значения. В работе была изучена и бифуркационная краевая задача
коразмерности два в ситуации близкой к критическому случаю двух
пар чисто мнимых собственных значений. Отметим, что в данной за-
даче однородным состояниям равновесия могут соответствовать как
периодические решения второго рода, так и квазипериодические ре-
шения второго рода.

Для решения поставленных бифуркационных задач использова-
лись метод нормальных форм Пуанкаре–Дюлака, метод интеграль-
ных многообразий и асимптотические формулы. В работе изучен
вопрос об устойчивости однородных состояний равновесий, были по-
лучены асимптотические формулы пространственно неоднородных
решений и условия их устойчивости.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№ 18-01-00672), проекта № 1.5722.2017/8.9 в рамках базовой части
государственного задания на НИР ЯрГУ.
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ОБ ОДНОЙ ПЕРСПЕКТИВНОЙ НЕЙРОСЕТЕВОЙ
МОДЕЛИ

ABOUT THE ONE PERSPECTIVE NEURAL NETWORK
MODEL

Е.В. Коновалов

Ярославский государственный университет им. П.Г.Демидова,
Ярославль, Россия; kinnarts@mail.ru

В работах [1]–[2] введена нейросетевая модель, названная мо-
дифицированной сетью обобщенных нейронных элементов (МОНЭ-
сетью). Эта модель относится к биологически ориентированным де-
терминированным нейросетевым моделям непрерывного типа. В ос-
нову модели положен сравнительно простой закон изменения мем-
бранного потенциала экспоненциально-ассимптотического типа для
каждого нейрона сети.

Рассмотрим МОНЭ-сеть из N нейронов с параметрами p, r, α,
TR, а также двумя матрицами: W = (wij)

N,N
i=1,j=1 (wij ∈ 0 ∪ <+) и

M = (mij)
N,N
i=1,j=1 (mij ∈ 0, 1). Поведение произвольного k-го ней-

рона МОНЭ-сети определяется двумя функциями Sk(t) (Sk(t) ∈
{0, 1}∀t∀k) и Uk(t) (−1 ≤ Uk(t) ≤ p∀t∀k). Первая из них задает со-
стояние нейрона (рефрактерность или восприимчивость), вторая —
мембранный потенциал.

Начальное состояние МОНЭ-сети определяется величинами
Sk(0) = {0, 1} и Uk(0) (k = 1, . . . , N). Динамика МОНЭ-сети опре-
деляется наступлением 0-событий и p-событий для различных ней-
ронов в различные моменты времени t так, как это описано в [2].
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Биологическим их смыслом являются выход из состояния рефрак-
терности и генерация спайка. В зависимости от типа события для
данного k-го элемента изменяется состояние Sk(t), а также элементы
матрицыM , которая определяет взаимое влияние элементов друг на
друга в каждый текущий момент времени t. Матрица W содержит
синаптические веса связей между элементами и не меняется во вре-
мя работы сети.

В основе динамики нейронов лежит дифференциальное уравне-
ние

U̇k = α(r +
N∑
i=1

mikwik − Uk)

с начальным условием Uk(t0) = Uk(0) = Uk
0 . Этому уравнению удо-

влетворяет функция мембранного потенциала Uk для каждого k-го
нейрона МОНЭ-сети в состоянии восприимчивости.

Элементы МОНЭ-сети близки по своему поведению к обобщен-
ным нейронным элементам, введенным в [3]–[4]. Для сетей, собран-
ных из обобщенных нейронных элементов, удалось получить ряд
важных результатов. А именно, существование устойчивых коле-
бательных режимов нейронной активности в кольцевых структу-
рах [5], устойчивый колебательный режим поведения нейронного
элемента под действием периодических пачек импульсов [6], воз-
можность подстройки синаптических весов (адаптации) как у от-
дельного элемента, так и в кольцевых структурах [4]. Устойчивость
фазовых рассогласований между импульсами оказалась функцио-
нально взаимосвязана со значениями синаптических весов связей
между элементами. Это представляется особенно ценным в связи с
фазово-частотной гипотезой организации памяти в нейронных ан-
самблях.

Наконец, в [2] показана эквивалентность динамики двух нейрон-
ной сетей: МОНЭ-сети и сети того же размера, собранной из обоб-
щенных нейронных элементов. Это позволяет перенести все полу-
ченные результаты на более простые в описании МОНЭ-сети.

Детерминированный характер поведения нейронов и сравнитель-
но простой закон изменения их мембранных потенциалов позволяет
работать с большими МОНЭ-сетями как на цифровых ЭВМ (при по-
мощи имитирующего алгоритма), так и на нейрокомпьютерах. От-
дельные элементы рассмотренной сети, в зависимости от соотноше-
ния параметров p и r, могут вести себя как нейроны-детекторы или
же как нейроны автогенераторного типа. Следовательно, МОНЭ-
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сеть обладает универсальностью в указанном смысле. Наконец, раз-
личные по структуре МОНЭ-сети способны порождать сложные устой-
чивые колебательные режимы (аттракторы) нейронной активности.
Эти режимы могут быть исследованы как численными, так и анали-
тическими методами, что затруднительно сделать для сложных био-
логически адекватных нейронных моделей. С другой стороны, попу-
лярные нейросетевые модели дискретного типа (персептроны, сети
Хопфилда, карты Кохонена и др.) не демонстрируют по-настоящему
сложного поведения, присущего биологическим нейронным сетям.
Все это означает перспективность дальнейших исследований рас-
смотренной нейросетевой модели.
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ФИТЦХЬЮ-НАГУМО

EFFECTS OF MEMRISTOR-BASED COUPLING IN THE
ENSEMBLE OF FITZHUGH-NAGUMO ELEMENTS
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В работе изучены эффекты, возникающие в результате добав-
ления электриче-ских синапсов и мемристорных связей в ансамбль
нейроноподобных элементов с химическими синаптическими связя-
ми. Индивидуальный элемент ансамбля описывается системой
ФитцХью-Нагумо. Модель ансамбля двух нейроноподобных элемен-
тов, взаимодействующих посредством химических, электрических
и/или мемристорных связей, имеет следующий вид:

ε
·
x1 = x1 − x1

3/3− y1 + I(φ2) + ρ(z) · (x2 − x1)
·
y1 = x1 − a
ε
·
x2 = x2 − x2

3/3− y2 + I(φ1) + ρ(z) · (x1 − x2)
·
y2 = x2 − a
·
z = x1 − x2

. (1)

Здесь xi (i ∈ {1, 2}) – одномерные переменные, которые описывают
динамику мембранного потенциала i-го элемента, yi – переменные
восстановления, которые задают медленную отрицательную обрат-
ную связь для i-го элемента, ε – малый параметр (0 < ε << 1).
Функция I(φ) =

g

1 + ek(cos(δ/2)−cos(φ−α−δ/2))
, где φ = arctan y

x , задаёт
химические синаптические связи между элементами, параметр g за-
даёт силу связи. Функция ρ(z) = k1 + k2z

2 с параметрами k1 и k2

используется для задания мемристорных связей. В работе зафик-
сированы следующие значения параметров: a = −1.01, ε = 0.01,
k = 50, g = 0.1, δ = 50◦.
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В работе [1] было показано наличие в ансамбле элементов
ФитцХью-Нагумо без электрических и мемристорных связей син-
фазного и противофазного режимов (их образами являются пре-
дельные циклы Lin и Lanti, соответственно), а также режимов после-
довательной активности различных типов (предельные циклы L12 и
L1221).

В работе показано, что параметры k1 и k2 не влияют на цикл
Lin, поскольку исходная система в условиях синфазного цикла не
зависит от указанных параметров. С помощью численного анализа
было показано, что они также не влияют на его устойчивость.

С помощью однопараметрического бифуркационного анализа для
режима противофазной спайковой активности было показано, что
соответствующий ему предельный цикл Lanti существует для k1 ≤
kSN ≈ 0.04. При k1 = kSN цикл Lanti претерпевает седло-узловую
бифуркацию, в результате чего траектории из его окрестности стре-
мятся к предельному циклу Lin.

При увеличении значения параметра k1 циклы L12 и L1221 стано-
вятся почти синфазным (разность фаз близка к нулю), но при этом
хаотическими. При стремлении k1 к некоторому значению k1

∗ ≈
0.097 межспайковые интервалы стремятся к бесконечности.

При увеличении k2 противофазный цикл испытывает каскад би-
фуркаций удвоения, образуется странный аттрактор (колебания при
этом становятся почти синфазными), который при k2 ≈ 0.0102 пре-
терпевает кризис и все траектории из окрестности аттрактора ухо-
дят на устойчивый синфазный предельный цикл. Влияние парамет-
ра k2 на циклы L12 и L1221 схоже: оба эти цикла становятся почти
синфазными (разность фаз близка к нулю).

В работе продемонстрировано, что из цикла L12 при k1 ≈ 0.094
и k2 ≈ 42 образуется хаотический аттрактор, который является ма-
тематическим образом каких-либо экстремальных событий.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований № 18-29-10081.
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ОБОБЩЁННЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ
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СОЛИТОНОВ

GENERALIZED NONLINEAR SCHRÖDINGER
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В последние годы в связи с интенсивным развитием волокон-
ной оптики для описания процессов распространения отических со-
литонов предлрожено целый ряд нелинейных уравнений в частных
производных, которые по своей сути являются обобщением хорошо
известного нелинейного уравнения Шредингера. Приведём список
наиболее популярных уравнений, которые изучаются в настоящее
время и о которых пойдёт речь в докладе.

1. Уравнение Радхакришнана-Кунду-Лакшманнана

i ut + a uxx + b |u|2 u = iα
(
|u|2 u

)
x
− i β uxxx, (1)

где a, b, α, β – параметры уравнения.
2. Уравнение Трики-Бисваса [1]

ut + i a
∂2u

∂x2
+ b

∂

∂x

(
|u|2n u

)
= 0. (2)

3. Нелинейное уравнение Шредингера с анти-кубической нели-
нейностью [2]

qt + i a
∂2q

∂x2
+
(
b |q|−4 + c |q|2 + d |q|4

)
q = 0, (3)

где a, b, c and d – параметры уравнения.
4. Уравнение Кунду-Мукери-Наскара [3]

i qt + a qxy + i b q (q q∗x − q∗ qx) = 0, (4)

где q(x, y, t) – функция профиля оптического солитона, a и b – па-
раметры уравнения.

53



International Conference “Dynamics. 2019. Yaroslavl”

5. Возмущенное уравнение Чена-Ли-Лу [4]

i qt + a qxx + i b
(
|q|2 qx

)
= i

[
α qx + λ

(
|q|2 q

)
x

+ β
(
|q|2
)
x
q
]
. (5)

Здесь q(x, t) – функция профиля волны, a, b, α, λ и β – параметры
уравнения.

6. Обобщенное нелинейное уравнение Шредингера с квантово-
кубической нелинейностью [5]

i qt + a qxx +
(
b |q|2 + c |q|4

)
q + h |q2|xx q = 0, (6)

где a, b, c и h – параметры математической модели.
7. Обобщенная модель для описания оптических солитонов [6]

i qt + a qxx +
(
b |q|2n + c |q|n + g |q|−n + h |q|−2n

)
q = 0. (7)

8. Уравнения для описания оптических солитонов с большой дис-
персией [7]

i qt + α qxx + i β qxxx + χ qxxxx + i δ qxxxxx + γ qxxxxxx+

+µ |q|2 q + ν |q|4 q + κ |q|6 q = 0.

(8)

9. Семейство уравнений произвольного порядка для описания оп-
тических солитонов [8]

i qt +
M∑
m=1

αm
∂ 2mq

∂x2m
+ i

M∑
m=1

βn
∂ 2m−1q

∂x2m−1
+

+
M∑
m=1

µm |q|2mn q + χ q +
M∑
m=1

νm, |q|−2mn q = 0, (i2 = −1).

(9)
10. Обобщенное уравнение Фокаса-Ленеля [9]

i qt + α1 qxx + α2 qxt + |q|2 (b q + i σ qx) =

= i
[
α qx + λ

(
|q|2n q

)
x

+ µ
(
|q|2n

)
x
q
]
, (i2 = −1).

(10)

Отличительной особенностью перечисленных выше уравнений
является то, что они не относится к классу интегрируемых мето-
дом обратной задачи рассеяния уравнений и поэтому их решения
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находятся используя переменные бегущей волны. Ранее после пере-
хода к переменным бегущей точные решения искались с помощью
популярных в последние годы методов, что вообще говоря правиль-
но для неинтегрируемых уравнений, но эти методы позволяют на-
ходить лишь некоторые решения. В действительности большинство
указанных выше уравнений имеют общие решения в переменных бе-
гущей волны, что как раз и демонстрируется в работах [1-9].

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научно-
го фонда "Разработка методов исследования нелинейных математических мо-
делей (No 18-11-00209).
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ПЕРЕМЕННЫХ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ

NONLINEAR DYNAMICS OF THE TRAVELING WAVE
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Уравнение Радхакришнана-Кунду-Лаксаманана (РКЛ) описыва-
ет нелинейные дисперсионные волны в оптическом волокне. В дан-
ном докладе проведено исследование динамики системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, полученной после перехода к
переменным бегущей волны в уравнении РКЛ. Построены бифурка-
ционные диаграммы и рассчитаны старшие ляпуновские показатели
для некоторых интервалов значений параметров. Обнаружено, что
в некоторых случаях в системе присутствует хаотическое поведение.

Уравнение РКЛ для описания дисперсионных нелинейных волн
в оптическом волокне имеет вид [1-3]

i ut + a uxx + b |u|2 u = iα
(
|u|2 u

)
x
− i β uxxx, (1)

где a, b, α, β – параметры уравнения.
Уравнение (1) можно свести к системе обыкновенных дифферен-

циальных уравнений бегущей волны. Предположим, что решение
уравнения (1) имеет вид

u(x, t) = y(z)eiψ(z)−ωt, z = x− C0t, (2)

и подставим (2) в (1). В нормальной форме полученная редукция
выглядит следующим образом

vz =
C0

β
u− 2a

β
uφ− a

β
yµ+

3α

β
y2u+ 3uφ2 + 3yφµ,

µz =
ω

β
+
C0

β
φ+

a

β

v

y
− a

β
φ2 +

b

β
y2 +

α

β
y2φ− 3vφ

y
− 3uµ

y
+ φ3,

yz = u, uz = v, ψz = φ, φz = µ.

(3)
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Нелинейную динамику системы (3) можно исследовать путем по-
строения ее бифуркационных диаграмм и рассчета старших ляпу-
новских показателей для различных значений параметров.

Бифуркационная диаграмма в этой работе строилась путем се-
чения решения плоскостью y = C в положительном направлении
изменения y.

Ляпуновские показатели качественно описывают степень расхож-
дения близких траекторий системы. Чтобы обнаружить хаотическое
поведение достаточно рассчитать старший ляпуновский показатель.
Для его вычисления в данной работе использовался алгоритм Бен-
нетина [4].

При некоторых отрицательных значениях β в системе наблюда-
ется хаотическое поведение, так как старший ляпуновский показа-
тель принимает положительное значение и в сечении Пуанкаре на
бифуркационной диаграмме хаотическое число точек, что демон-
стрируется на рис. 1 и рис. 2.

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма и зависимость старшего ляпуновского по-
казателя от параметра β при C0 = 1, a = 1, α = 0.5, ω = 1, b = 2, C = 0.5.

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма и зависимость старшего ляпуновского по-
казателя от параметра β при C0 = −6, a = −3, α = 2, ω = −8, b = 2, C = 0.5.
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Рассматривается уравнение Радхакришнана-Кунду-Лакcманана
(РКЛ) для описания нелинейных волн в оптическом волокне. Зада-
ча Коши для этого уравнения не решается методом обратной задачи
рассеяния, поэтому в работе уравнение рассматривается в перемен-
ных бегущей волны. Найден первый интеграл для обыкновенного
дифференциального уравнения, используя который получено общее
решение при некоторых ограничениях на параметры математиче-
ской модели. Найденное решение выражается через эллиптическую
функции Вейерштрасса. Периодические и уединенные волны урав-
нения РКЛ иллюстрируются.
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Уравнение РКЛ в настояящее время хорошо известно. Оно ис-
пользуется для описания дисперсионных нелинейных волн в опти-
ческом волокне [1-3]. Оно имеет вид

i ut + a uxx + b |u|2 u = iα
(
|u|2 u

)
x
− i β uxxx, (1)

где a, b, α, β – параметры уравнения.
Уравнение (1) не относится к классу интегрируемых уравнений

методом обратной задачи рассеяния и поэтому его решение будем
искать используя переменные бегущей волны:
u(x, t) = y(z) exp (i(ψ(z)− ω t)), z = x− C0 t. Подставляя в уравне-
ние (1) получаем систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений для мнимой и действительной части переменной u(x, t) в виде
(1).

−C0yz+2ayzψz+ayψzz−3αy2yz+βyzzz−3βyzψ
2
z−3βyψzψzz = 0, (2)

ωy + C0yψz + ayzz − ayψ2
z + by3 + αy3ψz − 3βyzzψz−

−βyψzzz − 3βyzψzz + βyψ3
z = 0.

(3)

Уравнение (2) интегрируется по z. Предпологая, что ψz = k и умно-
жая на yz/y2 это уравнение можно проинтегрировать еще раз. По-
лучаем первый интеграл

β

2

y2
z

y
− 1

4
αy3 − 3

2
βk2y − 1

2
C0y + aky − C1

y
+ C2 = 0, (4)

где C1 и C2 константы интегрирования.
Используя тест Пенлеве для исходного уравнений РКЛ получа-

ем, что оно проходит тест Пенлеве при следующих ограничениях на
параметры уравнения

k = − b
α
, a = −3 b β

α
, ω =

bC0

α
− 2 b3 β

α3
. (5)

При условиях (5), уравнение (3) выполняется, а уравнение (4) при-
нимает вид

y2
z =

α

2β
y4 +

(
C0

β
− 3

b2

α2

)
y2 − 2

C2

β
y + 2

C1

β
. (6)

Уравнение (6) приводится к виду V 2
z = AV 3 +BV +C, где A,B,C

величины зависящие от параметров уравнения (6) [3-5]. Решение
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этого уравнения выражается четез эллиптическую функцию Вей-
ерштрасса, удовлетворяющую уравнению ℘2

z − 4℘3 + g2℘ + g3 = 0.
Таким образом общее решение исходного обыкновенного дифферн-
циального уравнения при условиях (5) имеет вид

y(z) =
A

hA+ 4℘
(
z + z0,−BA

4 ,−
CA2

16

) +m, (7)

где A,B,C, h,m величины зависящие от параметров уравнения (6).
При C1 = 0, C2 = 0 решение уравнения (6) принимает вид уеди-

ненной волны

y(z) =
4µe

√
µ(z−z0 )

4µν + e2
√
µ(z−z0 )

, µ =
C0

β
− 3

b2

α2
, ν = − α

2β
. (8)

На Pис. 3 построены решения (7) и (8) уравнения (6) при разных
значениях параметров.

Рис. 3. Решения (7) при C0 = −6, C2 = −2, C1 = 6, α = 2, β = 1, b = 2, z0 = 1
(слева), решения (8) при µ = 1.0(1), 0.5(2), 0.1(3), ν = 2, z0 = 18 (справа)
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Кубическое комплексное уравнение

ut = αu+ (l1 + il2)u|u|2 + (d1 + id2)uxx, (1)

где u = u(t, x) = u1(t, x)+iu2(t, x), α, b1, b2, d1, d2 ∈ R, принято назы-
вать уравнением Гинзбурга-Ландау [1]. При этом с необходимостью
d1 ≤ 0. Обычно, уравнение (1) рассматривают при дополнительных
предположениях l1 ≤ 0, α ≥ 0.

При l2 = d2 = 0 получаем частный случай уравнения (1), кото-
рый принято называть вариационным уравнением Гинзбурга-Ландау
[1,2]. Без нарушения общности такой вариант уравнения (1) можно
считать записанным в виде

ut = u− u|u|2 + duxx, d > 0. (2)

Вместе с уравнением (2) в задачах, имеющих приложения в теории
сверхпроводимости, рассматривают также следующий вариант ва-
риационного уравнения Гинзбурга-Ландау

ut = u− u|u|4 + duxx. (3)
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Уравнения (2), (3) обычно рассматривают вместе с периодическими
краевыми условиями, которые после перенормировок можно запи-
сать следующим образом

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (4)

Краевые задачи (2), (4) и (3), (4) имеют кроме тривиального
состояния равновесия u = 0 также однопараметрические семейства
неоднородных состояний равновесия

S2(n) : un,2(x, h) = ηn,2 exp(inx+ ih),
S4(n) : un,4(x, h) = ηn,4 exp(inx+ ih), h ∈ R, (5)

соответственно.
Здесь ηn,2 = (1−dn2)1/2, ηn,4 = (1−dn2)1/4. Семейства S2(n), S4(n)

существуют, если справедливо неравенство 1 − dn2 > 0. Одномер-
ные инвариантные многообразия Sp(n) (p = 2, 4, n 6= 0) – локальные
аттракторы, если d ∈ (0, dn,p),
dn,2 = 2/(6n2 − 1), dn,4 = 4/(8n2 − 1) и эти многообразия будут сед-
ловыми, если d ∈ (dn,p,∞).

Равенства d = dn,p выделяют условия реализации критического
случая в задаче об устойчивости многообразий Sp(n) в контексте
теоремы об устойчивости по линейному приближению. Пусть теперь
d = dn,p(1− ε), ε ∈ (0, ε0). При таком выборе d можно показать, что
справедливо утверждение.

Теорема.Существует такое ε0 = ε0(p, n), что при всех ε ∈
(0, ε0) каждая из краевых задач имеет двумерное инвариантное
многообразие заполненное нетривиальными неустойчивыми состо-
яниями равновесия.

Для решений, формирующих данное двумерное многообразие спра-
ведливы асимптотические формулы

u(x, ε, n, p) = exp(inx+ih1)
[
1+
√
εαn,p[cos(x+h2)−2in sin(x+h2)]+O(ε)

]
,

где h1, h2 – произвольные действительные числа.
Индекс p принимает значение 2 при рассмотрении краевой за-

дачи (2), (4) и принимает значение 4 при анализе краевой задачи
(3), (4). Наконец,

αn,2 =
6n2 − 1

3(16n4 − 1)
, αn,4 =

3(8n2 − 1)

2(4n2 − 1)(16n4 + 5)
.
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Эти инвариантные многообразия были получены при изучении
бифуркационной задачи в окрестности состояний равновесия un,p
(см. формулы (5)).

Отметим, что асимптотические формулы могут быть выписаны
с большей точностью.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№ 18-01-00672).
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В круге KR = {(ρ, φ) : 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π} рассматривается
начально-краевая задача вида

ut + u = D∆ρφu+K(1 + γcos(uθT )), uρ(R, φ, t) = 0,

u(ρ, φ, t) = u(ρ, φ+ 2π, t) (1)
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относительно функции u(ρ, φ, t + s), t ≥ 0,−T ≤ s ≤ 0, где T > 0
величина запаздывания аргумента, с начальным условием u(ρ, φ, t+
s)|t=0 = u0(ρ, φ, s) ∈ H(KR;−T, 0). Пространство начальных усло-
вий H(KR;−T, 0) = {u(ρ, φ, s) : u(ρ, φ, s) ∈ C(K̄R ⊗ [−T, 0]), при

каждом s u(ρ, φ, s) ∈
◦
W 1

2 (KR), u(ρ, φ, s) = u(ρ, φ + 2π, s)}, где про-

странство функций
◦
W 1

2 (KR) получено замыканием множества функ-
ций u(ρ, φ) ∈ C1(K̄R), uρ(R, φ) = 0 в метрике пространства функ-
ций W 1

2 (KR). В (1) ∆ρφ - оператор Лапласа в полярных координа-
тах, который считаем симметрично расширенным на пространство
◦
W 1

2 (KR), uθT (ρ, φ, t) ≡ u(ρ, φ + θ, t − T )(0 ≤ θ < 2π) – оператор
поворота пространственного аргумента и временного запаздывания,
D,K – положительные постоянные, 0 < γ < 1.

Однородные состояния равновесия u∗ = u∗(K, γ) начально-
краевой задачи (1) определяются как решения уравнения

u = K(1 + γcos(u)) (2)

Уравнение (2) в зависимости от K и γ может иметь несколько ре-
шений, в том числе кратные. Исследуются условия возникновения
состояний равновесия, их устойчивость и механизмы потери устой-
чивости в зависимости от параметров начально-краевой задачи (1).

Выберем одно из решений u∗ = u∗(K, γ) уравнения (2) и запишем
начально-краевую задачу (1) в его окрестности, заменив u(ρ, φ, t)→
u∗(K, γ)+u(ρ, φ, t). Оставив лишь линейную часть, получим начально-
краевую задачу

ut + u = D∆ρφu− buθT , uρ(R, φ, t) = 0, u(ρ, φ, t) = u(ρ, φ+ 2π, t),

u(ρ, φ, t+ s)|t=0 = u0(ρ, φ, s), (3)

b = Kγ sin(u∗(K, γ)). Определяя решения (3) вида

u(ρ, φ, t) = v(ρ, φ)eλt, λ ∈ C

получим пучок операторов

P (λ) ≡ λv(ρ, φ) + v(ρ, φ)−D∆ρ,φv(ρ, φ) + bv(ρ, φ+ θ)e−λT , (4)

действующий в L2(KR) с областью определения
◦
W 1

2 (KR), спектр ко-
торого определяет устойчивость (неустойчивость) решений начально-
краевой задачи (4).
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Определяя v(ρ, φ) в виде

v(ρ, φ) = v0 +
∞∑
j=1

∞∑
n=−∞

Rnj(ρ)(vnje
inφ + wnje

−inφ),

i =
√
−1, v0 ∈ R, vnj, wnj ∈ C, v−nj = v̄nj, w−nj = w̄nj, v0j = w0j,

Rnj(ρ) =

√
(2)/RJn(γnjρ/R)

(1− n2/γ2
jn)

1/2Jn(γnj)
,

(Rnj(ρ), Rnp(ρ)) =

∫ R

0

ρRnj(ρ)Rnp(ρ)dρ = δjp,

где Jn(ρ) функции Бесселя первого рода n - го порядка, γnj j -й поло-
жительный ноль функции J ′n(ρ), а δjp – символ Кронекера, получим
последовательность уравнений

(λ+1+Dγ2
nj+be

inθ−λT )vnj = 0, (λ+1+Dγ2
nj+be

−inθ−λT )wnj = 0, (5)

из которых определяются точки спектра пучка операторов (4), от-
вечающие за устойчивость решений (3). Ненулевые v0, vnj, wnj, n =
0, 1, 2, ..., j = 1, 2, ..., выбираются произвольно.

Для построения границ областей устойчивости в пространстве
параметровK, θ,D, T воспользуемся методомD - разбиений [1]. Для
этого положим в (5) λ = iω, ω ≥ 0 и приравняем нулю веществен-
ную и мнимую части выражений в круглых скобках. В результате
получим уравнения

b = b(D,T, n, ω) = (−1)k+1(1+Dγ2
nj)/ cos(arctg(ω/(1+Dγ2

nj))), (6)

θ+ = θ+(D,T, n, ω) = (Tω + arctg(ω/(1 +Dγ2
nj)) + πk)/n, (7)

θ− = θ−(D,T, n, ω) = (−Tω − arctg(ω/(1 +Dγ2
nj)) + πk)/n, (8)

n = 0, 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., 2n, j = 1, 2, ..., и b = b(ω) =
= (−1)k+1/ cos(arctg(ω)), T = T (ω) = ω−1(πk−arctg(ω)), k = 1, 2, ...,
при n = 0, j = 0.

Рассмотрим теперь

K = K(u∗) = u∗/(1+γcos(u∗)), b = b(u∗) = γu∗ sin(u∗)/(1+γcos(u∗))
(9)

как функции состояния равновесия u∗ > 0. Выразим из (6),

ω = ω(b) = (1 +Dγ2
nj) tg(arccos((−1)k+1(1 +Dγ2

nj)/b))
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и подставим в (7),(8). В результате получим

θ+ = θ+(u∗, D, T, n) = (Tω(b(u∗)+ arccos((−1)k+1(1+Dγ2nj)/b(u∗))+πk)/n, (10)

θ− = θ−(u∗, D, T, n) = (−Tω(b(u∗)− arccos((−1)k+1(1+Dγ2nj)/b(u∗))+πk)/n,
(11)

n = 1, 2, ..., k = 1, 2, ..., 2n, j = 1, 2, ...,.
Изменяя теперь u∗ в (9)–(11) для различных фиксированных зна-

чений D,T, n построим в плоскости (K, θ) границы перехода точек
спектра пучка операторов (4) из левой комплексной полуплоскости в
правую и, тем самым, получим границы областей устойчивости раз-
личных состояний равновесия начально-краевой задачи (1) в плоско-
сти (K, θ), а также характер потери устойчивости соответствующих
состояний равновесия.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№ 19-31-90133).
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Рассматривается краевая задача для системы двух уравнений

ε4d
2u

dx2
= f(u, v, x, ε), ε2d

2v

dx2
= g(u, v, x, ε), −1 < x < 1,

ux(∓1) = vx(∓1) = 0.

Здесь ε ∈ (0, ε0] – малый параметр.
Подобная система используется для моделирования автоволно-

вых процессов при наличии барьеров. В частности, такой задачей
является расширение мегаполисов за счет геобиоценозов. В каче-
стве барьеров в этом случае могут выступать естественные водные
преграды.

Для рассматриваемой задачи доказано существование, локаль-
ная единственность и асимптотическая устойчивость решения, об-
ладающего большим градиентаом в окрестности границ барьеров
при выполнении следующих условий, которые физически являются
условиями запирания автоволны барьером.

Условие 1. Функции f(u, v, x, ε), g(u, v, x, ε), определены в на
множестве Ω := (u, v, x, ε) ∈ Iu × Iv × [−1; 1] × (0; ε0], где Iu, Iv –
допустимые области изменения u и v. Считаем, что эти функции
претерпевают разрыв первого рода на части плоскости
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{u ∈ Iu, v ∈ Iv x = x0}, где x0 – внутренняя точка интервала
(−1, 1) :

f(u, v, x, ε) =

{
f (−)(u, v, x, ε), u ∈ Iu, v ∈ Iv, −1 ≤ x ≤ x0 − 0,

f (+)(u, v, x, ε), u ∈ Iu, v ∈ Iv, x0 + 0 ≤ x ≤ 1,

g(u, v, x, ε) =

{
g(−)(u, v, x, ε), u ∈ Iu, v ∈ Iv, −1 ≤ x ≤ x0 − 0,

g(+)(u, v, x, ε), u ∈ Iu, v ∈ Iv, x0 + 0 ≤ x ≤ 1,

где f (−)(u, v, x, ε), g(−)(u, v, x, ε) ∈ C2(Iu × Iv × [−1, x0]× (0, ε0]),
f (+)(u, v, x, ε), g(+)(u, v, x, ε) ∈ C2(Iu × Iv × [x0, 1]× (0, ε0]).

Условие 2 (квазимонотонность). Пусть производные
f

(∓)
v (u, v, x, ε) и g(∓)

u (u, v, x, ε) сохраняют знак во всей области опре-
деления, и, кроме того, в случаях f (±)

v (u, v, x, ε)<0, g(±)
u (u, v, x, ε)>0

и f (±)
v (u, v, x, ε)>0, g(±)

u (u, v, x, ε)<0 выполняются неравенства

g(±)v (ϕ(±)(v, x), v, x, 0) +
f
(±)
v (ϕ(±)(v, x), v, x, 0)

f
(±)
u (ϕ(±)(v, x), v, x, 0)

∗g(±)u (ϕ(±)(v, x), v, x, 0) > 0.

Условие 3. Пусть из каждого уравнения f (∓)(u, v, x, 0) = 0 од-
нозначно выражается функция u : u = ϕ(∓)(v, x), соответственно, и
при всех (v, x) ∈ Iv × [−1, 1] выполняются неравенства
f

(∓)
u (ϕ(∓)(x), v, x, 0) > 0. Для определенности будем считать, что
ϕ(−)(v, x) < ϕ(+)(v, x), (v, x) ∈ Iv × [−1, 1].

Обозначим:

Φ(±)(v) :=

 2

v∫
ψ(±)(x0)

h(±)(s, x0)ds


1/2

, Ψ(±)(u, v) :=

 2

u∫
ϕ(±)(v,x0)

f (±)(s, v, x0)ds


1/2

,

Hv(v) := Φ(−)(v)− Φ(+)(v), Hu(u, v) := Ψ(−)(u, v)−Ψ(+)(u, v).

Условие 4.Пусть уравнениеHv(v)=0 имеет единственное реше-
ние p0 внутри интервала

(
ψ(−)(x0), ψ

(+)(x0)
)
, а уравнениеHu(u, p0)=

0 имеет единственное решение q0 внутри интервала(
ϕ(−)

(
ψ(−)(x0), x0)

)
, ϕ(+)

(
ψ(+)(x0), x0)

))
.

Условие 5. Пусть выполнены неравенства

dHv

dv
(p0) > 0⇔ h(−)(p0, x0)− h(+)(p0, x0) > 0,

∂Hu

∂u
(q0, p0) > 0⇔ f (−)(q0, p0, x0, 0)− f (+)(q0, p0, x0, 0) > 0.
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Определение. Решением исходной задачи будем называть пару
функций
(uε(x), vε(x)) из класса C1[0, 1]∩C2((0, 1)\x0) удовлетворяющих кра-
евым условиям и уравнению задачи, за исключением точки x0.

С помощью асимптотического метода дифференциальных нера-
венств в работе доказано, что при указанных условиях рассматрива-
емая задача может иметь решение (uε(x), vε(x)) в смысле этого опре-
деления с внутренним переходным слоем, то есть областью, где про-
исходит его резкое изменение от значений

(
ϕ(−)(v(−)(x), x), v(−)(x)

)
до значений

(
ϕ(+)(v(+)(x), x), v(+)(x)

)
.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№ 19-01-00327).
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Теория решения некорректно поставленных обратных задач до-
статочно хорошо развита. Основы теории и современная теория чис-
ленных методов решения линейных и нелинейных некорректно по-
ставленных задач были заложены в фундаментальных работах
А.Н. Тихонова, В.К. Иванова, М.М. Лаврентьева и получили даль-
нейшее развитие в работах А.Б. Бакушинского, В.В. Васина,
А.Н. Гончарского, А.М. Денисова, С.И. Кабанихина, А.С. Леоно-
ва, В.А. Морозова, А. Г. Яголы и многих других ученых. Из зару-
бежных исследователей необходимо отметить работы Х. Энгла (Ав-
стрия), Р. Горенфло, Ф. Наттерера, Р. Плато (Германия), Г. Вайник-
ко (Эстония), М. Клибанова, А. Рамма (США) и многих других.

Однако развитые на данный момент методы лишь частично ре-
шают проблемы, которые возникают при решении обратных задач
для нелинейных сингулярно возмущённых уравнений с частными
производными, решения которых содержат стационарные или дви-
жущиеся внутренние переходные слои. Основным подходом к ре-
шению задач такого класса является классический итерационный
градиентный метод решения, основанный на минимизации функци-
онала невязки, и требующий для вычисления градиента на каждой
итерации выполнения процедуры решения прямой и сопряжённой
задач, каждая из которых является сингулярно возмущённой, что
означает, что их решения могут содержать как внутренние так и
пограничные слои, что требует применения сеток с очень большим
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числом узлов. Это приводит к существенному увеличению времени
счёта и затрат компьютерных ресурсов. В свою очередь, рост объ-
ема вычислений влечет накопление ошибок и потерю точности, что
приводит к повышенной неустойчивости решения соответствующих
некорректно поставленных обратных задач.

Идея использования методов асимптотического анализа при по-
строении эффективных численных алгоритмов решения коэффици-
ентных обратных задач для нелинейных сингулярно возмущённых
уравнений была впервые реализована в работе [1], где была рассмот-
рена коэффициентная обратная задача для нелинейного сингулярно
возмущённого уравнения типа реакция-диффузия-адвекция с дан-
ными в финальный момент времени. В указанной работе при реали-
зации итерационного градиентного метода решения использовался
асимптотический анализ, заключающийся в выделении априорной
информации о зависимости положения движущегося фронта реак-
ции от времени в решении прямой задачи и о наличии погранич-
ных слоёв в решении сопряжённой задачи, для построения специ-
альной адаптированной сетки, являющейся одной из вариаций сеток
Г.И. Шишкина. Предложенный подход позволил значительно опти-
мизировать численный счёт и существенно улучшить устойчивость
решения соответствующей обратной задачи.

Однако, существует и другой подход к использованию методов
асимптотического анализа для решения обратных задач рассматри-
ваемого класса. Важной особенностью применения методов асимп-
тотического анализа к исследованию нелинейных дифференциаль-
ных уравнений с малыми параметрами при старших производных
является то, что асимптотический анализ зачастую позволяет свести
исходную нелинейную сингулярно возмущённую задачу для уравне-
ния в частных производных к гораздо более простой задаче, кото-
рая не содержит малых параметров и имеет меньшую размерность
(а иногда и вовсе содержит не дифференциальные, а алгебраиче-
ские уравнения), получив при этом достаточно точное качественное
и количественное описание решения. Более того, редуцированные с
помощью методов асимптотического анализа постановки задач за-
частую связывают полуявным образом параметры, которые необхо-
димо восстановить при решении обратной задачи (коэффициенты
в уравнении, граничные и начальные условия и т.п.) с положением
движущегося фронта реакции, информация о движении которого
является наиболее естественной дополнительной информацией при

71



International Conference “Dynamics. 2019. Yaroslavl”

решении реальных прикладных задач (экспериментальные наблюде-
ния положения фронта ударной волны, фронта реакции или горения
и т.п.). Впервые такой подход был реализован в работах [2,3,4].

В данном докладе на примере решения некоторых конкретных
обратных задач для нелинейных синугулярно возмущённых урав-
нений с частными производными будут рассмотрены особенности
применимости упомянутых выше подходов.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проекты № 18-01-00865 и 18-31-00204).
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Рассмотрим систему связанных уравнений Хатчинсона [1], опи-
сывающих динамику слабого конкурентного взаимодействия двух
популяций:

Ṅ1 = (π2 + ε)(1 + εα−N1(t− 1)− εαN2)N1 + εd(N2 −N1),

Ṅ2 = (π2 + ε)(1 + εα−N2(t− 1)− εαN1)N2 + εd(N1 −N2).
(1)

В этой задаче N1(t), N2(t) — плотности численностей популяций,
параметр α отвечает за конкурентную связь видов, а d — коэффи-
циент диффузионного взаимодействия. Связь между популяциями
выбрана слабой, пропорциональной малому параметру 0 < ε� 1.

При ε = 0 система (1) имеет устойчивое четырехмерное инвари-
антное многообразие, уравнения на котором могут быть получены
с помощью метода нормальных форм [2]. Нормальная форма систе-
мы (1), записанная в амплитудных и фазовых переменных, имеет
следующий вид:

ξ′1 = sgn(1− α)ξ1 − ξ3
1 +D

(
ξ2 cos(ϕ+ δ)− ξ1 cos δ

)
,

ξ′2 = sgn(1− α)ξ2 − ξ3
2 +D

(
ξ1 cos(ϕ− δ)− ξ2 cos δ

)
,

ϕ′ = −b(ξ2
2 − ξ2

1)−D
(
ξ1
ξ2

sin(ϕ− δ) + ξ2
ξ1

sin(ϕ+ δ)
)
.

(2)

В этой системе параметры выбраны следующим образом: b =

(π+6)/(3π−2), δ = − arctan(π/2), D =
√

1 + π2

4 (2d−πα)/(π|1−α|).
Функции ξ1(s) и ξ2(s) представляют собой медленно меняющиеся
амплитуды циклов, а ϕ(s) — их разность фаз.
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При анализе динамических свойств системы (2) удобно выде-
лить два случая, зависящие от коэффициента конкурентной связи:
0 < α < 1 и α > 1. Рассмотрим сначала ситуацию 0 < α < 1. Если
ξ1 = ξ2, то система (2) имеет два состояния равновесия ξ1 = ξ2 = 1,
ϕ = 0 и ξ1 = ξ2 = ξ∗ =

√
1− 2D cos δ, ϕ = π. Кроме того, в этой си-

туации данная система полностью соответствует системе, получен-
ной в работе [3] в качестве нормальной формы системы диффузи-
онно слабо связанных уравнений Хатчинсона. В работе [3] приведен
анализ ее качественного поведения при значенияхD > 0 и выделены
области с разными сценариями фазовых перестроек при изменении
параметра D.

При D < 0 была получена новая ситуация, не исследованная
ранее, которая может быть разрешима при помощи замены (см.,
например, [4]):

ξ1 →
√

1− 2D cos δξ1, ξ2 →
√

1− 2D cos δξ2, α→ π + α. (3)

Замена (3) переводит состояние равновесия (ξ∗, ξ∗, π)T в (1, 1, 0)T , а
(1, 1, 0)T соответственно в (1/ξ∗, 1/ξ∗, π)T . Кроме того, замена вре-
мени s = (1 − 2D cos δ)s∗ позволяет свести нормальную форму (2)
к идентичной ей с параметром связи D∗ = −D/(1− 2D cos δ).

Приведем полученный при D < 0 сценарий фазовых перестроек
нормальной формы (численный эксперимент выполнен при α = 0.5).
При значениях параметра D < −1.308 (0 < d < 0.234) глобально
устойчиво состояние равновесия ξ1 = ξ2 = 1/ξ∗, α = π. При зна-
чении D ≈ −1.308 (d ≈ 0.234) рождаются еще два устойчивых со-
стояния равновесия – точки A = (ξ∗1 , ξ

∗
2 , α

∗
1)T и B = (ξ∗2 , ξ

∗
1 ,−α∗1)T ,

где ξ∗1 > ξ∗2 , 0 < α∗1 < π/2, и два неустойчивых — C = (η∗1, η
∗
2, α

∗
2)T

и E = (η∗2, η
∗
1,−α∗2)T , где η∗1 > η∗2, 0 < α∗2 < π/2, кроме того η∗1 >

ξ∗1 , ξ
∗
2 > η∗2. Состояния равновесия A и B устойчивы при увеличе-

нии параметра D вплоть до значения −1.198 (d ≈ 0.283), при кото-
ром состояния A и B теряют устойчивость с рождением устойчивых
циклов CA и CB (бифуркация Андронова–Хопфа). При D = −1.087
(d = 0.327) неустойчивые неподвижные точки C и E сливаются
с состоянием равновесия (1/ξ∗, 1/ξ∗, π)T и отбирают его устойчи-
вость. При дальнейшем изменении параметра D устойчивые циклы
CA и CB, родившиеся из точек A и B, увеличиваются в размерах
до тех пор, пока при D ≈ −0.995 (d ≈ 0.365) не сомкнутся в точ-
ке ξ1 = ξ2 = 1/ξ∗, α = π. В результате происходит объединение
пары циклов в один CU , который остается устойчивым вплоть до
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значения D ≈ −0.796 (d ≈ 0.449). При D ≈ −0.933 (d ≈ 0.392)
от неустойчивого состояния равновесия (1, 1, 0)T в результате би-
фуркации Андронова-Хопфа ответвляется неустойчивый цикл CΠ,
который при D ≈ −0.796 (d ≈ 0.449) сливается с устойчивым цик-
лом CU и исчезает. При D > −0.796 (d > 0.449) система имеет
единственное, глобально устойчивое состояние равновесия (1, 1, 0)T .

Перейдем к случаю α > 1. В этой ситуации при d < π(1 + α)/4
система (2) имеет единственное глобально устойчивое состояние рав-
новесия ξ1 = ξ2 =

√
−1− 2D cos δ, ϕ = π. Локальная устойчивость

этого состояния равновесия следует из анализа матрицы устойчиво-
сти, а обоснование глобальной устойчивости может быть получено
при помощи численного анализа. При d > π(1 + α)/4 единичное со-
стояние равновесия исходной системы (1) локально асимптотически
устойчиво. Более того непосредственный численный анализ позво-
ляет предположить, что в этом случае данное решение глобально
асимптотически устойчиво.

В работе изучена динамика нормальной формы для системы, со-
стоящей из двух уравнений Хатчинсона с конкурентной и диффу-
зионной связью. Приведен полный сценарий фазовых перестроек,
происходящих в системе при изменении параметра диффузии. Кро-
ме того, исследована зависимость этого сценария от коэффициента
конкурентной связи.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№ 18-29-10043).

ЛИТЕРАТУРА
1. Hutchinson G.E. Circular causal system in ecology // Ann. N.-Y. Acad. Sci.

1948. Vol. 50. P. 221–246.
2. Глызин С.Д., Колесов А.Ю. Локальные методы анализа динамических

систем. Ярославль: ЯрГУ, 2006. 92 c.
3. Глызин С.Д. Динамические свойства простейших конечноразностных

аппроксимаций краевой задачи «реакция-диффузия» // Дифференци-
альные уравнения. 1997. Т. 33, № 6. С. 805–811.

4. Горчакова Е.В. Динамика слабого взаимодействия в системе близких
видов // Модел. и анализ информ. систем. 2011. Т. 18, № 1. С. 68–74.

75



International Conference “Dynamics. 2019. Yaroslavl”

СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОГРАНСЛОЙНОГО РЕШЕНИЯ
В ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ С СИНГУЛЯРНЫМ

ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ

EXISTENCE OF A BOUNDARY LAYER SOLUTION IN
AN ELLIPTIC PROBLEM WITH A SINGULAR

BOUNDARY CONDITION

А.А. Мельникова1, Н.Н. Дерюгина2

1Московский государственный университет имени М.В.
Ломоносова, Физический факультет, г. Москва, Россия;

melnikova@physics.msu.ru
2Московский государственный университет имени М.В.
Ломоносова, Физический факультет, г. Москва, Россия;

derunat@gmail.com

В работе рассматривается сингулярно возмущенная задача для
эллиптического уравнения в замкнутой односвязной области D с
достаточно гладкой границей ∂D

ε2∆u = f(u, x, ε), x = (x1, x2) ∈ D, ε
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= h(x), (1)

где ∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

- оператор Лапласа, а
∂

∂n
- производная по

внутренней нормали к кривой ∂D. Отметим сингулярное граничное
условие Неймана в постановке. Задачи с подобными условиями на
отрезке рассматривались в работах [1] и [2].

Пусть выполнено
(A0) Функции f(u, x, ε) и h(x) - достаточно гладкие.
(A1) Вырожденное уравнение f(u, x, 0) = 0 имеет в области D

единственный корень u = ϕ(x), такой что fu(ϕ(x), x, 0) > 0.
Цель работы состоит в доказательстве существования решения с

пограничным слоем в задаче (1) и получении асимптотического при-
ближения решения. Доказательство проводится асимптотическим
методом дифференциальных неравенств [3], [4]. Метод предполага-
ет обоснование существования решения с пограничным слоем через
построение верхнего и нижнего решений на основе асимптотики.

Решение представляется в виде суммы функций двух видов:

u(x, ε) = ū(x, ε) +Q(ξ, θ, ε),
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где ū(x, ε) - регулярная часть, описывающая решение вдали от гра-
ницы ∂D, Q(ξ, θ, ε) - функция, описывающая пограничный слой
вблизи ∂D. Обе части решения представляются рядами по степе-
ням ε:

ū(x, ε) = ū0(x)+εū1(x)+ . . . , Q(ξ, θ, ε) = Q0(ξ, θ)+εQ1(ξ, θ)+ . . . .

Вблизи границы по методу Люстерника-Вишика вводятся локаль-
ные переменные (l, θ), а также растянутая переменная ξ = ε−1l.

Уравнения для функций регулярной части и пограничного слоя
составляются по методу Васильевой (см. [5]).

Работа выполнена при поддержке РФФИ (номер проекта 19-01-
00327).
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В работе предложен метод построения асимптотических формул
при t → ∞ для решений систем линейных разностных уравнений
вида

x(t+ 1) =
[
A+G(t)

]
x(t), t ∈ N, x ∈ Cm. (1)

Здесь A — постоянная (m ×m)-матрица, а G(t) — некоторая пере-
менная (m×m)-матрица такая, что G(t)→ 0 при t→∞. Вопросу
построения асимптотики решений систем вида (1) посвящено мно-
жество статей. Достаточно подробный обзор работ по этой тематике
приведен в недавней монографии [1]. Мы будем предполагать, что
матрица A имеет N собственных чисел λ1, . . . , λN (с учетом кратно-
стей), лежащих на единичной окружности |z| = 1 в C, а остальные
собственные числа матрицы лежат внутри круга |z| < 1. Кроме того,
матрица G(t), играющая роль возмущающего члена в (1), представ-
ляет собой сумму двух матриц:

G(t) = B(t) +R(t).

В этом представлении элементы матрицы B(t) стремятся к нулю
колебательным образом при t → ∞, а матрица R(t) является абсо-
лютно суммируемой в том смысле, что

∞∑
l=t0

‖R(t)‖ <∞

для некоторого t0 ∈ N.
Условия, наложенные на спектр матрицы A, позволяют разло-

жить пространство Cm в прямую сумму

Cm = P ⊕Q.
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Подпространства P и Q, в свою очередь, обладают следующими
двумя свойствами:

(i) линейное подпространство P есть линейная оболочка обоб-
щенных собственных векторов матрицы A, отвечающих собствен-
ным числам λ1, . . . , λN таким, что |λi| = 1 (i = 1, . . . , N);

(ii) линейное подпространство Q инвариантно относительно мат-
рицы A, и, кроме того, для любого xQ ∈ Q имеет место неравенство

|AtxQ| ≤ Kqt|xQ|, t ∈ N,

где K > 0, 0 < q < 1 и | · | — некоторая векторная норма в Cm.
Предположения (i) и (ii) являются стандартными требованиями

в теории центральных многообразий (см., в частности, [3, 4]). Мы
воспользуемся основными идеями этой теории, а также вариантом
метода усреднения, предложенным в работе [2], применительно к
задаче получения асимптотических формул для решений системы
(1). Разработанный нами метод мы продемонстрируем на примере
задачи исследования динамики решений при t→∞ уравнения (k+
1)-го порядка

x(t+ k + 1)− x(t+ k) + q(t)x(t) = 0, t ∈ N.

Здесь действительная функция q(t) имеет следующий вид:

q(t) =
p(t)

tα
, α > 0,

где действительная функция p(t) является или T -периодической (T ∈
N) или представляет собой дискретный тригонометрический много-
член.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства обра-
зования и науки РФ, проект № 1.13560.2019/13.1.
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В докладе представлены исследования новых классов сингуляр-
но возмущенных периодических задач для параболического уравне-
ния реакция-диффузия-адвекция в случае разрывного при некото-
ром значении искомой функции источника - нелинейности, описыва-
ющей реакцию (взаимодействие), а также коэффициента адвекции.
Рассмотрен случай существования внутреннего переходного слоя и
условия существования пограничного в случае сингулярно возму-
щенных граничных условий. Построено асимптотическое приближе-
ние и исследована асимптотическая устойчивость по Ляпунову пе-
риодических решений в каждом из рассмотренных случаев. Для до-
казательства используется асимптотический метод дифференциаль-
ных неравенств. Приведены примеры и проведены численные рас-
четы, иллюстрирующие теоретический результаты.

Для иллюстрации рассматривается сингулярно возмущенное урав-
нение реакция-диффузия, естественно возникающая в математиче-
ских моделях с быстрой реакцией:
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ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ Dt := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, t ∈ R},

ε
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) + σ(x, y, t, ε)u = h(x, y, t, ε), (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D, t ∈ R,

(1)

где производная
∂u

∂nΓ
берется по внутренней нормали к гладкой гра-

нице Γ заданной двумерной односвязной области D, а ε > 0 - малый
параметр.

В случае рассмотрения задач с внутренними слоями сследуется
новый класс сингулярно возмущенных периодических задач в слу-
чае разрывного при некотором значении искомой функции источ-
ника - нелинейности, описывающей реакцию (взаимодействие). Рас-
смотрение таких задач инициировано работами по изучению внут-
ренних слоев в задачах, где коэффициенты адвекции или реакции
претерпевают разрывы и их называют нелинейностями модульного
типа (см.[1] и ссылки в этих работах).

ε

(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
+
∂|u|
∂x
−B(u, x, t) = 0

для (x, t) ∈ D := {(x, t) ∈ R2 : −1 < x < 1, t ∈ R},
u(−1, t, ε) = u(−)(t), u(1, t, ε) = u(+)(t) для t ∈ R,
u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε) для t ∈ R, −1 ≤ x ≤ 1

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (N 19-01-000327).
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АСИМПТОТИЧЕСКИ УСТОЙЧИВЫЕ
СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ-АДВЕКЦИЯ

THE ASYMPTOTICALLY STABLE STATIONARY
SOLUTIONS OF REACTION-DIFFUSION-ADVECTION

EQUATION

О.А. Николаева1, Н. Т. Левашова2

1Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего образования «Московский государственный

университет имени М.В.Ломоносова», Москва, Россия;
o.a.nikolaewa@gmail.com

1Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего образования «Московский государственный

университет имени М.В.Ломоносова», Москва, Россия;
natasha@npanalytica.ru

Проведены исследования асимптотической устойчивости по Ля-
пунову стационарных решений начально-краевых задач для нели-
нейного сингулярно возмущенного дифференциального уравнения
типа реакция-диффузия-адвекция:
ε∆xyv −

∂v

∂t
=
(
~A(v, x, y, ε),∇

)
+B(v, x, y, ε), x ∈ R,

y ∈ (0, a), t ∈ (0,∞)

v(x, 0, t, ε) = u0(x); v(x, a, t, ε) = ua(x), v(x, y, t, ε) = v(x+ L, y, t, ε)

v(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε),
(1)

где ~A(v, x, y, ε) = {A1(v, x, y, ε), A2(v, x, y, ε)} , а ε > 0 – малый па-
раметр.

Исследуются следующие типы решений:

1. решение погранслойного типа, обладающее большим градиен-
том в окрестности границы y = a;

2. решение с внутренним переходным слоем, то есть с большим
градиентом в окрестности некоторой заданной кривой y =
h0(x), при условии что функцииA1,2(v, x, y, ε),B(v, x, y, ε) пре-
терпевают разрыв вдоль этой кривой.
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Построены асимптотические приближения решений стационар-
ных задач указанного типа, получены условия и доказаны теоре-
мы существования, локальной единственности и асимптотической
устойчивости таких решений. Доказательство проведено при помо-
щи асимптотического метода дифференциальных неравенств.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (№ 18-11-
00042).
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КОНТРАСТНЫЕ СТРУКТУРЫ В ЗАДАЧАХ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ С РАЗРЫВНОЙ

ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ

CONTRAST STRUCTURES IN PROBLEMS FOR THE
REACTION-DIFFUSION EQUATION WITH A

DISCONTINUOUS RIGHT-HAND SIDE

А.О. Орлов1, Н.Н. Нефедов2
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В настоящей работе исследуются периодические по времени ре-
шения задач для сингулярно возмущенного уравнения типа реакция-
диффузия в случае разрыва реактивного слагаемого:

ε2∆u− ε2∂u

∂t
= f (u,M, t, ε) , M ∈ D, t ∈ R
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При постановке задач используются два варианта разрыва правой
части уравнения:

1) f (u,M, t, ε) =

{
f (+) (u,M, t, ε) , если u ≥ 0 M ∈ D, t ∈ R;

f (−) (u,M, t, ε) , если u < 0 M ∈ D, t ∈ R.

2)f (u,M, t, ε) =

{
f (+) (u,M, t, ε) , еслиM ∈ D̄(+), t ∈ R;

f (−) (u,M, t, ε) , еслиM ∈ D̄(−), t ∈ R.

Здесь f (±) (u,M, t, ε) – достаточно гладкие функции в своих обла-
стях определения. В случае 2) предполагается, что существует про-
стая гладкая замкнутая кривая C, которая делит область D на две
части: D̄(+), ограниченную кривой C, и D̄(−), ограниченную кривы-
ми C и ∂D.

Интерес к задачам такого вида обусловлен тем, что они подхо-
дят для моделирования физических явлений в средах с разрывными
характеристиками.

Для указанных выше задач разработаны алгоритмы построе-
ния асимптотических приближений решений, обладающих больши-
ми градиентами в окрестностях границ разрыва правых частей. Эти
окрестности называют внутренними переходными слоями. В рабо-
те сформулированы условия и доказаны теоремы о существовании,
локальной единственности и асимптотической устойчивости по Ля-
пунову периодических по времени, а также стационарных решений
задач указанного типа, содержащих внутренний переходный слой.
Разработаны примеры, иллюстрирующие предлагаемые алгоритмы.
Результаты получены путем развития асимптотического метода диф-
ференциальных неравенств для задач c разрывными нелинейностя-
ми.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ (№МК-3005.2019).
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ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ РЕЛЕЙНОЙ МОДЕЛИ
УРАВНЕНИЯ МЭККИ-ГЛАССА С ДВУМЯ

ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

A PERIODIC SOLUTION OF A RELAY MODEL OF
THE MACKEY-GLASS EQUATION WITH TWO DELAYS

М.М. Преображенская

ЯрГУ им. П. Г. Демидова, Ярославль, Россия;
rita.preo@gmail.com

Рассмотрим уравнение Мэкки-Гласса с двумя запаздываниями
(см. [1])

u̇ = −u+
α(u(t− 1) + δu(t− h))

1 + (u(t− 1) + δu(t− h))γ
. (1)

Здесь u = u(t) — неизвестная функция, α, δ ∈ R. Предположим, что
α, δ > 0 и
γ � 1. Будем интересоваться построением периодического релак-
сационного цикла уравнения (1).

Введем новую неизвестную функцию x = x(t) следующим обра-
зом:

expx = u(t− 1) + δu(t− h).

В результате получим

ẋ = −1 +
α exp(x(t− 1)− x)

1 + exp(γx(t− 1))
+
β exp(x(t− h)− x)

1 + exp(γx(t− h))
, (2)

где β def
= δα. Уравнение (2) при γ → +∞ преобразуется в релейное

уравнение

ẋ = −1+α exp(x(t−1)−x)H(x(t−1))+β exp(x(t−h)−x)H(x(t−h)),
(3)

H(x)
def
= lim

γ→+∞

1

1 + exp(γx)
=

 0, x > 0,
1/2, x = 0,
1, x < 0.

В рамках настоящей работы доказывается следующее утвержде-
ние.
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Теорема 1. Пусть h ∈ (1/2, 1), α > 0, β > e−h(e2 − 1)/(1− h).
Тогда решение уравнения (3) с начальной функцией из множества

S
def
= {ϕ(t) : ϕ(t) > 0 при t ∈ [−1, 0), ϕ(0) = 0}

совпадает с одной и той же периодической функцией

x∗(t)
def
=



−t, t ∈ [0, h],
−t+ ln(βeh(t− h) + 1), t ∈ [h, 1],

−t+ ln((αe+ βeh)t− αe− βehh+ 1), t ∈ [1, 2h],
−t+ ln

(
1
2β

2e2h(t− 2h)2 + eα(t− 1)− βeh(h− t) + 1
)
, t ∈ [2h, t0 + h],

−t+ ln
(
eα(t− 1) + 1

2

(
β2e2h(h− t0)2 + 2βeht0 + 2

))
, t ∈ [t0 + h, 1 + h],

−t+ ln
(
− eα

(
βeh(t− 2)(h− t+ 1)− t+ 1

)
+

+ 1
2β

2e2h
(
4h2 − 2h(2t+ t0 − 1) + t2 + t20 − 1

)
−

−βeh(h− t− t0 + 1) + 1
)
, t ∈ [1 + h, 1 + t0],

−t+ T0, t ∈ [1 + t0, T0],

x∗(t+ T0) ≡ x∗(t),

где t0 — корень уравнения

−t+ ln(βeh(t− h) + 1) = 0, (4)

принадлежащий отрезку [h, 1],

T0
def
= ln

(
− βeh(h(eα(t0 − 1) + 1) + t0(α(e− et0)− 2)) + eαt0+

+ β2e2h
(
2h2 − 3ht0 − h+ t20 + t0

)
+ 1
)
.

Отметим, что в силу наложенных в Теореме 1 ограничений на пара-
метры корень t0 уравнения (4) существует и единственен на отрез-
ке [h, 1]. При этом функция x∗(t) на отрезке [0, T0] длины периода
устроена следующим образом: она равна нулю в точках 0, t0, T0,
отрицательна при t ∈ (0, t0) и положительна при t ∈ (t0, T0).

В программе Tracer V3.70, разработанной Д. С. Глызиным, был
проведен численный эксперимент, в результате которого для урав-
нения (2) найдено решение, визуально мало отличимое от решения
уравнения (3), описанного в Теореме 1. Это дает основание пола-
гать, что у (2) существует периодическое решение, асимптотически
близкое к решению релейного уравнения (3).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта (№ 18-29-10055).
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОРБИТ
АСТЕРОИДОВ, БЛИЗКИХ К РЕЗОНАНСУ 3:1

NUMERIC MODELING OF ASTEROID ORBITS CLOSE
TO 3:1 RESONANCE

А.Е. Розаев

ГАУК ЯО Центр имени В.В. Терешковой, Ярославль, Россия;
hegem@mail.ru

Как известно, динамическая эволюция частиц в резонансе 3:1J с
Юпитером характеризуется очень быстрым увеличением их эксцен-
триситета. Это явление предсказано трудами Уиздома [1]. Кроме
того, орбиты примерно половины частиц становятся пересекающи-
мися с орбитой Земли в течение 1 миллиона лет из-за векового ре-
зонанса, действующего внутри резонанса 3:1. [2] Очевидно, интерес-
но реконструировать динамическую историю реальных астероидов
вблизи резонанса 3:1J в прошлом. Чтобы изучить движение вблизи
резонанса 3:1 в наиболее простой форме, мы выполнили численные
интеграции только с возмущениями от Юпитера. Мы интегрируем
орбиты нескольких клонов с различными начальными полуосями,
наклонами, эксцентриситетом и средней аномалией. В нашей серии
интеграций были зафиксированы значения начальных долготы уз-
ла и аргумента перигелия. При большом эксцентриситете е=0,5 и
начальной полуоси вдали от резонанса а=2,45 а.е. мы имеем малые
колебания а и е. После приближения к резонансу а=2,465 а.е. мы
имеем большие вариации а в диапазоне 2,47-2,53 а.е. вокруг резо-
нансного значения и квазипериодические вариации е в диапазоне
е=0.4-0.84. Основной период колебаний эксцентриситета примерно
в шесть раз длиннее периода полуоси и составляет около 100 тысяч
лет. Короткий период эксцентриситета сохраняет резонансное зна-
чение, а вариации эксцентриситета и полуоси находятся в противо-
положной фазе. При этом большие полуоси теряют зависимость от
начального значения и становятся очень близкими к резонансному
значению для всех начальных значений полуоси в диапазоне 2.48-
2.52 а.е. Имеется четкая зависимость от начальной средней анома-
лии (т. е. от резонансного аргумента). Другая серия интегрирования
с фиксированной начальной полуосью и переменным эксцентрисите-
том показывают, что при начальном эксцентриситете е=0,3-0,5 мы
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имеем увеличение вековых возмущений в амплитуде эксцентриси-
тета до 0,27. Во всех случаях короткопериодические резонансные
возмущения малы. На основе наших численных интегрирований мы
показали, что эволюция орбиты в резонансе 3:1J может быть описа-
на в общем случае двумя независимыми параметрами – резонансным
аргументом и скоростью прецессии перигелия. Эта простая модель
дает способ количественного описания движения при резонансе в
регулярном (нехаотическом) случае. Скорость прецессии перигелия
определяет вариации векового эксцентриситета, прецессию узла и
поведение наклона. Резонансный аргумент определяет резонансный
эксцентриситет, полуоси и вариации наклона.
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СВЕТОВЫЕ ПЕТЛИ НА СФЕРАХ В РАСШИРЕННОМ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

LIGHT LOOPS ON SPHERES IN AN EXPANDED
HYPERBOLIC SPACE

Л.Н. Ромакина

Саратовский государственный университет
им. Н. Г. Чернышевского, Саратов, Россия; romakinaln@mail.ru

Исследование посвящается 100-летию со дня рождения
А.В. Погорелова (03.05.1919 – 17.12.2002)

Обращаясь к классическим трудам А. Пуанкаре [1] и П.А.М. Ди-
рака [2], сформулируем их общую идею, несколько оттеняя ее со-
образно цели предстоящего доклада: «Каждая непротиворечивая
геометрическая система может стать языком для описания тех или
иных физических процессов». Руководствуясь данной идеей, мы про-
должаем развивать геометрию пространства, смежного по абсолю-
ту с пространством Лобачевского, пытаясь параллельно наметить ее
возможные приложения и объяснить причину тотального на данном
этапе развития человеческой культуры выбора языка евклидовой
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геометрии как основного средства естественно-научной коммуника-
ции (см, например, [3, 4]).

Придерживаясь принятой в работах [5 – 7] терминологии, трех-
мерное расширенное гиперболическое пространство H3 рассматри-
ваем в проективной интерпретации Кэли –Клейна как проективное
пространство P3 с фиксированной в нем овальной гиперквадрикой
γ, называемой абсолютом пространства H3 и каждой из двух его
компонент. На внутренней относительно γ компоненте пространства
H3 может быть реализована геометрия пространства Лобачевского
Λ3, а на внешней — геометрия гиперболического пространства Ĥ3

вещественного радиуса кривизны ρ [см. 7, с. 210].
Все собственные прямые пространства Лобачевского являются

гиперболическими, точнее, внутренними относительно γ ветвями ги-
перболических прямых. Каждая прямая пространства Ĥ3 по ха-
рактеру общих точек с абсолютом может быть отнесена к одному
из трех типов: эллиптическому, гиперболическому или параболиче-
скому [см. 6, 7]. Существуют также три типа плоскостей простран-
ства Ĥ3 [8, 9]. Плоскости, пересекающие абсолют по нулевой (оваль-
ной) конике, являются эллиптическими (гиперболическими поло-
жительной кривизны). Плоскости, касательные к абсолюту, имеют
с ним две общие мнимо сопряженные прямые и являются коевкли-
довыми [см. 7, 10].

Каждая собственная сфера пространства Лобачевского может
быть отнесена к одному из трех типов: сферы, эквидистантные по-
верхности, орисферы [см. 6, 7]. В пространстве Ĥ3 в зависимости
от типа радиуса сферы, обозначим его r, и типа расположения ее
центра, скажем S, относительно гиперквадрики γ различаем следу-
ющие типы невырожденных сфер [11, п. 4.1]: 1) гиперсферы (S ∈ Λ3,
r = iπρ/2 + r0, где r0 ∈ R); 2) эллиптические сферы (S ∈ Ĥ3, r —
мера отрезка эллиптической прямой, r ∈ [0, πρ/2]); 3) гиперболи-
ческие сферы (S ∈ Ĥ3, r — мера отрезка гиперболической прямой,
r ∈ R); 4) орисферы (S ∈ γ, r =∞).

С каждой точкой пространстваH3 можно связать конус проходя-
щих через нее касательных к абсолюту. Для внутренней (внешней)
относительно γ точки этот конус, называемый световым, является
мнимым (вещественным). Световые конусы точек абсолюта вырож-
даются в коевклидовы плоскости. Для поверхности в пространстве
H3 линии ее пересечения со световыми конусами точек поверхности
являются геометрическими ковариантами, характеризующими тип
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поверхности. Мы называем такие линии световыми петлями или
световыми линиями поверхности [см. 8].

В пространстве Лобачевского световые петли не играют суще-
ственной роли в исследовании поверхностей, поскольку имеют не бо-
лее одной вещественной точки. Но в пространстве Ĥ3 световые петли
поверхности, будучи линиями на вещественном конусе, позволяют
более полно описывать изучаемые объекты, значительно обогащая
своим наличием геометрию пространства. Использование световых
линий позволило, например, провести в пространстве Ĥ3 полную
классификацию тетраэдров с негиперболическими гранями [см. 8].

В докладе будет представлено исследование световых петель на
сферах пространства Ĥ3. Невырожденная световая петля на сфере
этого пространства является овальной линией, а каждая овальная
линия пространства Ĥ3 в зависимости от содержащей ее плоскости
может быть отнесена к одному из двадцати типов [см. 4–7, 10, 12–14].
Мы определяем типы световых петель для каждого типа сфер и на-
ходим основные инварианты исследуемых линий. Где это возможно,
вычисляем площадь «тени», т. е. площадь сферического сегмента,
ограниченного световой петлей.
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ГЕНЕРАТИВНО-ДИСКРИМИНАТИВНАЯ
НЕЙРОСЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛА АВТОРА ТЕКСТА НА
ОГРАНИЧЕННЫХ ВЫБОРКАХ

GENERATIVE-DISCRIMINATIVE NEURAL MODEL FOR
SOLVING THE TASK OF DETERMINING OF AUTHOR’S

GENDER WITH LIMITED TRAINING SETS

А. Г. Сбоев1,2, И.А. Молошников1, Р. Б. Рыбка1,
А. В. Грязнов1
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Генеративно-дискриминативные нейросетевые модели (GAN) в
настоящее время зарекомендовали себя эффективным инструмен-
том решения задач распознавания изображений. В то же время для
задачи классификации текстов эти модели мало применялись, хотя
в той области существует дефицит ресурсоемких размеченных выбо-
рок, что делает развитие GAN для этой области весьма актуальным.
В данной работе в качестве задачи, которая выбрана для апробации
разработанного подхода, является автоматическое определение при-
знаков авторского профиля. Работа посвящена исследованию мето-
дов, основанных на применении GAN моделей, для задачи класси-
фикации текстов. Данный подход принадлежит к классу алгоритмов
обучения с частичным привлечением учителя. Целью данной рабо-
ты является исследование и создание на основе архитектуры GAN
классификатора, определяющего пол автора русскоязычного текста.
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Основными элементами используемой нами GAN архитектуры
являются рекуррентные, сверточные и полносвязные нейросетевые
слои. Генеративная часть состоит из классификатора и вариацион-
ного автоэнкодера. Последний динамически настраивается: кодиро-
вать входные примеры в пространство скрытых переменных, рас-
пределенных по нормальному закону, и декодировать их из него с
использованием меток класса входного примера (пола автора тек-
ста), либо известных (в случае размеченного множества) или пред-
сказанных классификатором (в случае - неразмеченного). Процесс
обучения итеративный, вначале учится генеративная часть, и да-
лее вся модель GAN. При этом в процессе динамического обуче-
ния генеративной модели используется составная функция ошибки
на основе: а) средней квадратичной ошибки классификатора, б) ди-
вергенции Кульбака-Лейблера при обучении кодировщика в составе
вариационного автоэнкодера, в) ошибки восстановления исходного
примера на этапе декодирования из пространства скрытых перемен-
ных и метки класса анализируемого текста. Обучение единой модели
включает настройку дискриминатора, задача которого определение
был ли поданный пример сгенерирован автоэнкодером или получен
из исходного множества.

В качестве множества примеров для обучения выбрана часть
корпуса текстов блогов LiveJournal [1] длиной менее 250 слов. Вы-
бранная часть текстов корпуса содержит 3967 текстов от 1872 ав-
торов LiveJournal, средняя длина текста: 13 предложений, 214 слов.
Соотношение текстов от авторов разного пола: 1429 от женщин и
2538 от мужчин. Для предварительной обработки текстов использу-
ется инструмент UDpipe [2]. Для дальнейших экспериментов исполь-
зовались векторизация текста на базе бинарного кодирования (one-
hot) [3] морфологических признаков слов и метода главных компо-
нент [4], а также балансировка по количеству текстов по классам.

Исследованы различные режимы обучения и в результате уста-
новлено, что лучшие точности достигаются при соотношении ите-
раций обучения дискриминативной и генеративных частей модели,
как 1 к 2. Т.е. при пакетном режиме обучения на одну итерацию
обновления весов дискриминатора осуществляется 2 итерации об-
новления весов генератора. В результате экспериментов определено,
что применение обучения на основе GAN архитектуры целесообраз-
но при наличии ограниченного множества размеченных примеров и
неразмеченной части, отражающей генеральную совокупность для
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решаемой задачи классификации. Для определения состава нераз-
меченной части был построен график зависимости точности клас-
сификационной модели при увеличении набора размеченного мно-
жества примеров, используемых для обучения. Выборка более чем
из 1 тысячи примеров приводит к практически постоянной точности
классификационной модели, поэтому такой объем данных выбран в
качестве множества неразмеченных примеров. В дальнейших экспе-
риментах размер размеченного множества варьировался. При обу-
чении на 128, 224 и 416 размеченных текстах, дообучение на 1000
неразмеченных текстах с использованием GAN подхода позволяет
повысить точность классификации на 2%. Более значимым является
уменьшение разброса в результатах. При маленьких тренировочных
выборках разброс настолько велик, что вообще не дает возможно-
сти оценить точность классификации, в то время как использование
обучения на неразмеченном множестве снижает этот разброс в 2-3
раза и делает его приемлемым. Так например при обучении на 128
текстах средняя точность классификатора равна 59% при разбросе
12%, а после дообучения средняя точность равна 62% с разбросом
от 5%. С увеличением размеченной выборки эффект от применения
GAN архитектуры уменьшается.

Таким образом, можно сделать вывод, что подхода обучения клас-
сификатора определения признака пола автора текста на основе
GAN подхода эффективен при наличии небольшой части размечен-
ных примеров и достаточного числа неразмеченных примеров.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (18-29-10084) и с использованием оборудования центра коллектив-
ного пользования «Комплекс моделирования и обработки данных исследова-
тельских установок мега-класса» НИЦ «Курчатовский институт»,
http://ckp.nrcki.ru/.
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В работе представлен метод оценки среднего изменения синапти-
ческих весов нейрона Integrate-and-Fire под действием модели синап-
тической пластичности Spike-Timing-Dependent Plasticity (STDP).
STDP [1] – хеббова модель долговременной синаптической пластич-
ности, в которой изменение ∆w веса 0 6 w 6 1 экспоненциально
зависит от разности моментов tpre и tpost пресинаптических и пост-
синаптических спайков:

∆w(∆t) =


−A− · exp

(
−tpre − tpost

τ−

)
при tpre − tpost > 0;

A+ · exp

(
−tpost − tpre

τ+

)
при tpre − tpost < 0.

Изучение STDP актуально ввиду возможности её аппаратной ре-
ализации в нейроморфных вычислительных устройствах на осно-
ве мемристоров [2]. Важным свойством STDP, которое можно ис-
пользовать для решения спайковыми нейронами задачи классифи-
кации [3], является стабилизация средней выходной частоты спай-
кования нейрона: под действием рассматриваемой STDP устанав-
ливаются синаптические веса, обеспечивающие определённую вы-
ходную частоту, которая зависит от параметров нейрона и от кон-
стант STDP, но не зависит от входных частот (в достаточно широ-
ком их диапазоне). В данной работе рассматривается STDP с той
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схемой учёта пар спайков, с которой наблюдается данный эффект, –
«ограниченной симметричной» схемой, в которой каждый пре-спайк
может не более чем единожды быть учтён в акте увеличения веса
«пост- после пре-», а каждый пост-спайк – не более чем единожды
в акте уменьшения веса «пре- после пост-».

Целью данной работы, в продолжение существующих аналитиче-
ских подходов к оценке среднего изменения веса [4], является вклю-
чение в такую оценку вносимой нейроном корреляции выходной по-
следовательности спайков со входными. Рассматривается модель ней-
рона Integrate-and-Fire без утечки и без рефрактерности; каждый
спайк, приходящий с синапса с весом wi, увеличивает мембранный
потенциал нейрона (безразмерный) на wi. При достижении потен-
циалом порогового значения Θ он скачком сбрасывается в ноль, и
нейрон испускает спайк. Тогда для каждого выходного спайка ве-
роятность того, что последний входной спайк, переполнивший по-
тенциал нейрона, пришёл с i-го входа, справедливо считать равным
среднему вкладу (за единицу времени) i-го входа в потенциал ней-
рона по отношению ко вкладам всех входов: νiinwi∑

j

νjinwj
, где νiin – сред-

няя частота прихода спайков на i-й вход. Такой последний входной
спайк, совпав по времени с выходным, вызовет увеличение веса i-го
входа на A+.

В рассматриваемой схеме учёта пар спайков увеличение/
уменьшение веса вызывают только пары из подряд идущих спай-
ков, из которых первый пресинаптический, а второй – постсинапти-
ческий, или наоборот, соответственно. При частоте входных спай-
ков νiin, а выходных νiout, и те, и другие пары происходят с частотой
νiinνout
νiin+νout

. Среднее изменение синаптического веса i-го входа за едини-
цу времени равно произведению частоты актов изменения веса на
математическое ожидание изменения веса:

νiinνout

νiin + νout

0∫
−∞

δw(∆t)p∆t<0(∆t)d∆t+
νiinνout

νiin + νout

+∞∫
0

δw(∆t)p∆t>0(∆t)d∆t

Примем далее упрощение, что если некоторый входной спайк
не вызвал немедленного возбуждения нейрона, то момент следую-
щего возбуждения нейрона не зависит от момента этого входного
спайка. Действительно, момент возбуждения нейрона будет тогда
определяться моментами последующих входных спайков, которые
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от момента текущего входного спайка не зависят, поскольку входные
последовательности пуассоновские. Тогда время ∆t от пресинапти-
ческого спайка до первого следующего постсинаптического спайка
либо равно 0 (с вышеуказанной вероятностью), либо, в противном
случае, распределено как время ожидания пуассоновского события,
учитывая только, что за время ∆t не произошло других пресинапти-
ческих и постсинаптических спайков (как требует рассматриваемая
схема учёта).

Таким образом, окончательно получаем

E (∆w) = νiinνout ·
A−

νiin + νout + 1
τ−

+ νiinνout

(
1− νiinwi∑

j ν
j
inwj

)
· A+

νiin + νout + 1
τ+

+

+
νiinνout

νiin + νout
A+ ·

νiinwi∑
j ν

j
inwj

.

Данная оценка находится в согласии с результатами численной
симуляции. Вместе с тем, благодаря её простоте её можно адаптиро-
вать для учёта влияния на результат STDP таких свойств входных
последовательностей, как, например, их взаимная корреляция, что
является задачей для дальнейшей работы.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда №17-
71-20111 и с использованием оборудования центра коллективного пользования
«Комплекс моделирования и обработки данных исследовательских установок
мега-класса» НИЦ «Курчатовский институт», http://ckp.nrcki.ru/.
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ХАРАКТЕР ЛОКАЛЬНЫХ БИФУРКАЦИЙ
УРАВНЕНИЯ КУРАМОТО-СИВАШИНСКОГО В

РАЗЛИЧНЫХ ОБЛАСТЯХ

THE NATURE OF LOCAL BIFURCATIONS OF THE
KURAMOTO-SIVASHINSKY EQUATION IN DIFFERENT

AREAS

А.В. Секацкая

Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова,
Ярославль, Россия; a.sekatskaya@uniyar.ac.ru

В докладе рассматривается обобщенное уравнение Курамото-
Сивашинского, представляющее собой нелинейное уравнение с част-
ными производными параболического типа в случае, когда неизвест-
ная функция зависит от двух пространственных переменных: вре-
мени t и двух пространственных переменных x, y

ut = −b∆µu−∆2
µu+ u2

x + µu2
y. (1)

Данное уравнение, моделирующее процесс формирования неодно-
родного нанорельефа на поверхности полупроводников, рассмотрено
в прямоугольнике, т. е. когда (x, y) ∈ D̄ = {0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2},
включая квадрат (l1 = l2), а также в равнобедренном треугольнике
D̄∆ = {0 6 x 6 l, 0 6 y 6 x} вместе с однородными краевы-
ми условиями Дирихле, т. е., когда u1

∣∣∣
∂D

= 0,∆u1

∣∣∣
∂D

= 0. Здесь
через ∂D обозначена граница соответствующей области. Наконец,

µ =

(
l1
l2

)2

, ∆µu = uxx + µuyy, b1 ∈ R, d1 > 0 (см. [1], а также

[2–4]).
Если рассматривается первый вариант задачи (D — прямоуголь-

ник), то D̄ = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π}, а случай квадрата выделя-
ется равенством µ = 1. Во втором варианте выбора области теперь
D̄∆ = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 x}.

При анализе уравнения (1) в области D это уравнение следует
дополнить краевыми условиями

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
y=0

= u
∣∣∣
x=π

= u
∣∣∣
y=π

= 0,

uxx

∣∣∣
x=0

= uxx

∣∣∣
x=π

= uyy

∣∣∣
y=0

= uyy

∣∣∣
y=π

= 0.
(2)
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При анализе уравнения (1) в треугольникеD∆ краевые условия при-
обретают следующий вид

u
∣∣∣
x=π

= u
∣∣∣
y=0

= u
∣∣∣
x=y

= 0,

uxx

∣∣∣
x=π

= uyy

∣∣∣
y=0

= uxx + uyy

∣∣∣
x=y

= 0.
(3)

Краевая задача (КЗ) (1), (2) без нарушения общности может
быть рассмотрена при µ > 1. Случай µ < 1 может быть сведен к
первому заменой независимых переменных x → y, y → x. Вариант
µ = 1 можно включить в анализ как частный случай.

Пусть рассматриваемая область является прямоугольником. Спра-
ведливо утверждение.

При b < 1 + µ однородные состояния равновесия u(t, x) = const
устойчивы и теряют устойчивость, если b > 1 + µ. При этом, если
b = 1 + µ + γε, (ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 << 1, γ = ±1), то справедливо
утверждение.

Теорема 1. Существует такое ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0)
краевая задача (1), (2) имеет устойчивое пространственно неодно-
родное решение

u(t, x, y, ε) = −9π2γ

32
ε sinx sin y + o(ε). (4)

Вопрос о локальных бифуркациях может быть сведен к анализу
нормальной формы вида

z′ = (1 + µ)

(
γz +

32z2

9π2

)
. (5)

Если область представляет собой квадрат, то результат остает-
ся тем же самым, только в соответствующие формулы необходимо
вместо µ подставить 1.

Рассмотрим далее в качестве области равнобедренный треуголь-
ник. То есть будет изучаться краевая задача (1), (3). Бифуркацион-
ная задача возникает при b = 5+γε, ε ∈ (0, ε0), γ ∈ R. Справедливо
утверждение.

Теорема 2. Существует такое ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0)
нелинейная краевая задача (1), (3) имеет одно устойчивое состо-
яния равновесия, если γ > 0

u(x, y, ε) = −5π2γ

27
ε(sinx sin 2y − sin 2x sin y) +O(ε2).
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WILD ATTRACTOR IN THE MODEL OF
ROTATOR-OSCILLATOR COUPLED VIA RIGHT HAND

SIDES

N.V. Barabash1,2,3, V.N. Belykh1,2

1Volga State University of Water Transport, Nizhny Novgorod, Russia;
2Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, Russia;

3barabash@itmm.unn.ru

We consider the dynamics of 4D-system of coupled rotator and
oscillator

ϕ̈+ λϕ̇+ sinϕ− γ = µ(x+ aẋ),
ẍ+ hẋ+ ω2x = ε(γ − sinϕ− bϕ̇).

(1)

where ϕ ∈ S1, x ∈ R1 are dynamical variables and λ, γ, µ, a, h, ω, ε, b
are positive parameters.

The system (1) models the dynamic behavior of a superconducting
Josephson junction interacting with a resonator [1-5]. The system (1),
like the well-known pendulum equation, has two equilibrium states
e1(ϕ = arcsin γ, ϕ̇ = 0, x = 0, ẋ = 0), e2(ϕ = π − arcsin γ,
ϕ̇ = 0, x = 0, ẋ = 0). In our talk, the following four statements
about the system (1) are rigorously proved:
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a) There exists a parameter region G1 for which an attracting invariant
domain D containing equilibrium states e1 and e2 exists in the phase
space of the system (1);
b) There exists a parameter region G2 for which the equilibrium state
e2 is a saddle-focus with a one-dimensional unstable manifold W u and
a three-dimensional stable manifold W s, and the eigenvalues pu and
psi , i = 1, 2, 3 of the subspaces Eu and Es, tangent at the point e2 to
W u and W s respectively, satisfy the conditions:

ps3 < 0 < pu are real, ps1 and ps2 are complex conjugate and
pu + 2Re ps1 + ps3 < 0, pu + 2Re ps1 > 0;

c) In the parameter space of the system (1) there exists a set G3

corresponding to the existence of a homoclinic orbit of the saddle-focus
e2;
d) G1 ∩G2 ∩G3 6= ∅.

These statements are necessary conditions for the birth of a strange
attractor — an attracting set of entire unstable trajectories, as well as
a wild attractor whose trajectories have unstable manifolds of different
dimensions [6, 7].

This work was supported by the RFBR under grant No. 18-01-00556 (to V.B.
and N.B.) and the RSF (numerics) under grant No. 19-72-10128 (to N.B.).
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VARIOUS MODELS OF THE ROLLING OF A BALL
WITH VARYING MASS DISTRIBUTION ON A PLANE

AS A GENERALIZATION OF THE CHAPLYGIN
PROBLEM

A.V. Borisov1,2, I. S. Mamaev1,2, I. A. Bizyaev1,2

1 Moscow Institute of Physics and Technology,
Institutskii per. 9, Dolgoprudnyi, 141700 Russia;
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Innopolis University,

ul. Universitetskaya 1, Innopolis, 420500 Russia;
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This paper addresses the problem of the rolling of a spherical shell
with a frame rotating inside, on which rotors are fastened. It is assumed
that the center of mass of the entire system is at the geometric center
of the shell.

For the rubber rolling model and the clasical rolling model it is shown
that, if the angular velocities of rotation of the frame and the rotors are
constant, then there exists a noninertial coordinate system (attached to
the frame) in which the equations of motion do not depend explicitly
on time. The resulting equations of motion preserve an analog of the
angular momentum vector and are similar in form to the equations for
the Chaplygin ball. Thus, the problem reduces to investigating a two-
dimensional Poincaré map.

The case of the rubber rolling model is analyzed in detail. Numerical
investigation of its Poincaré map shows the existence of chaotic
trajectories, including those associated with a strange attractor. In
addition, an analysis is made of the case of motion from rest, in which
the problem reduces to investigating the vector field on the sphere S2.
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SYMMETRIC POWERS,
COMMUTING POLYNOMIAL HAMILTONIANS

AND HYDRODYNAMIC TYPE SYSTEMS

V.M. Buchstaber1,2, A.V. Mikhailov1,3

1Centre of Integrable Systems, Demidov Yaroslavl State University,
Russia;

2Steklov Mathematical Institute, RAS, Moscow, Russia;
buchstab@mi.ras.ru

3University of Leeds, Leeds, UK; a.v.mikhailov@leeds.ac.uk

With every positive integer N and a polynomial F (x, y) ∈ C[x, y],
∂

∂y
F (x, y) 6= 0 we associate a family of N polynomial Hamiltonian

integrable systems on C2N with commuting Hamiltonians. The degree
of the polynomial F (x, y) does not depend on N . Our construction is
based on a canonical transformation of the co-tangent bundle T ∗CN ,
while the method of integration of the system uses explicit form of the
bi-rational equivalence SymN(C2)→ C2N given by this transformation.
As a byproduct we obtain integrable hierarchies of Hydrodynamic type
systems and a wide class of their explicit solutions. In the talk we present
recent developments of our results published in [1,2,3].
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ENTROPY OF AN OPERATOR

D.V. Treschev

Steklov Mathematical Institute, Moscow, Russia;
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We extend the concept of the measure entropy from the group of
automorphisms of a measure space to the group of unitary operators on
a Hilbert space. Our main motivations concern formalization of the idea
of quantum chaos. The key ingredient of our construction is a (probably)
new concept from functional analysis, the dimension of a (bounded)
operator.
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