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Мы рассматриваем различные классические пропозициональные исчисления над язы-
ком {¬,∧,∨,⊃}, полученные путем добавления к Гильбертовскому исчислению различных
правил вывода, позволяющих исключать допущения (непрямые правила) в произвольном
порядке. Такие исчисления мы договариваемся называть «системами с правилами общего
вида». Идею этих исчислений мы берем у Басса и Боне из [1].

Все рассматриваемые исчисления используют схожие определения вывода. Каждый
шаг доказательства в рассматриваемых исчислениях имеет вид Γ � 𝐴, где Γ — множество
формул, 𝐴 — формула. Через Γ, 𝐴 � 𝐶 сокращенно обозначаем Γ ∪ {𝐴} � 𝐶. Во всех
рассматриваемых исчислениях четыре правила вывода:

1) � 𝐴, где 𝐴 случай схемы аксиом
2) {𝐴} � 𝐴, где 𝐴 формула из Γ или допущение

3) 𝑚𝑝𝑔 —
Γ � 𝐴 ∆ � 𝐴 ⊃ 𝐵

Γ ∪ ∆ � 𝐵
4) непрямое правило вывода одного из следующих видов в зависимости от исчисления

а) 𝑑ℱ .

𝑑𝑟𝑔 —
Γ � 𝐵

Γ ∖ {𝐴} � 𝐴 ⊃ 𝐵
.

б) intℱ .

int𝑔 —
Γ, 𝐴 � 𝐵 ⊃ 𝐶 ∆ � 𝐵

Γ ∪ ∆ � 𝐴 ⊃ 𝐶
.

в) cutℱ .

cut𝑔 —
Γ � 𝐴 ∆, 𝐴 � 𝐵

Γ ∪ ∆ � 𝐵
.

г) ⊃𝑖
𝑒ℱ .

⊃𝑖
𝑒 —

Γ1 � 𝐴 ⊃ 𝐵 Γ2 � 𝐴 Γ3, 𝐵 � 𝐶

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 � 𝐶
.

д) ∧𝑖
𝑒ℱ (два варианта).

∧𝑖
𝑒 —

Γ � 𝐴 ∧𝐵 ∆, 𝐴 � 𝐶

Γ ∪ ∆ � 𝐶
or

Γ � 𝐴 ∧𝐵 ∆, 𝐵 � 𝐶

Γ ∪ ∆ � 𝐶
.

е) ∨𝑖
𝑒ℱ (два варианта).

∨𝑖
𝑒 —

Γ, 𝐴 ∨𝐵 � 𝐶 ∆ � 𝐴

Γ ∪ ∆ � 𝐶
or

Γ, 𝐴 ∨𝐵 � 𝐶 ∆ � 𝐵

Γ ∪ ∆ � 𝐶
.

ж) 𝑝ℱ .

⊃𝑝 —
Γ, 𝐴 ⊃ 𝐵 � 𝐴

Γ � 𝐴
.

з) 𝑛ℱ .

𝑛𝑟𝑔 —
Γ � 𝐵 ∆ � ¬𝐵

(Γ ∪ ∆) ∖ {𝐴} � ¬𝐴
где 𝐴 — произвольное допущение из Γ ∪ ∆
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и) 𝑜1ℱ .

𝑜𝑟1𝑔 —
Γ1 � 𝐴 ∨𝐵 Γ2, 𝐴 � 𝐶 Γ3, 𝐵 � 𝐶

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 � 𝐶
.

к) 𝑜2ℱ .

𝑜𝑟2𝑔 —
Γ1 � 𝐴 ∨𝐵 Γ2, 𝐴 � 𝐶 Γ3,¬𝐴 ∧𝐵 � 𝐶

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 � 𝐶
.

л) 𝑜3ℱ
𝑜𝑟3𝑔 —

Γ1 � 𝐴 ∨𝐵 Γ2, 𝐵 � 𝐶 Γ3, 𝐴 ∧ ¬𝐵 � 𝐶

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 � 𝐶
м) 𝑜4ℱ .

𝑜𝑟4𝑔 —
Γ1 � 𝐴 ∨𝐵 Γ2, 𝐴 ∧𝐵 � 𝐶 Γ3, 𝐴 ∧ ¬𝐵 � 𝐶 Γ4,¬𝐴 ∧𝐵 � 𝐶

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 � 𝐶
.

Вывод формулы 𝐴 из множества формул Γ определяем как конечную последователь-
ность секвенций, каждая из которых получена по одному из правил вывода, и последняя
из которых является Γ � 𝐴.

Можно доказать следующие теоремы.
Теорема 1. Исчисления 𝑑ℱ , 𝑛ℱ , 𝑜1ℱ , 𝑜2ℱ , 𝑜3ℱ , 𝑜4ℱ , intℱ линейно симулируют друг

друга.
Теорема 2. Исчисления ⊃𝑖

𝑒ℱ , ∨𝑖
𝑒ℱ , ∧𝑖

𝑒ℱ линейно симулируют друг друга.
Теорема 3. Исчисления ⊃𝑖

𝑒ℱ , ∨𝑖
𝑒ℱ , ∧𝑖

𝑒ℱ , а также исчисление 𝑝ℱ квадратично симули-
руют исчисления 𝑑ℱ , 𝑛ℱ , 𝑜1ℱ , 𝑜2ℱ , 𝑜3ℱ , 𝑜4ℱ , intℱ .

Теорема 4. Гильбертовское исчисление квадратично симулирует все рассмотренные
исчисления.
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