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Рассматриваются представления простых алгебр Ли и вопрос построения “канониче-
ского” весового базиса в произвольном неприводимом модуле старшего веса. Э.Б. Винберг
предложил метод построения таких базисов путем применения к старшему вектору пони-
жающих операторов, отвечающих всем отрицательным корням, и выдвинул ряд гипотез
об их параметризации и структуре. Из работ Фейгина–Фурье–Литтельмана можно выве-
сти истинность этих гипотез для случаев 𝐴𝑛, 𝐶𝑛. Кроме того, гипотезы верны для случаев
𝐺2, 𝐵3, 𝐷4. Мы рассмотрим случаи 𝐷𝑛 и 𝐵𝑛. Пусть 𝐺 — односвязная полупростая ком-
плексная алгебраическая группа, g — ее касательная алгебра Ли. Имеется треугольное
разложение g = u−⊕t⊕u+, где u− и u+ — касательные алгебры отрицательной и положи-
тельной максимальных унипотентных подгрупп, а t — картановская подалгебра, то есть
касательная алгебра максимального тора 𝑇 в 𝐺. Имеем: u+ = ⟨𝑒𝛼 | 𝛼 ∈ ∆+⟩, u− = ⟨𝑒−𝛼 | 𝛼
∈ ∆+⟩, где ∆+ — система положительных корней, а 𝑒±𝛼— корневые векторы.

Обозначим неприводимый 𝐺-модуль со старшим весом 𝜆 через 𝑉 (𝜆), пусть 𝑣𝜆 — стар-
ший вектор этого модуля.

Определение 1. Сигнатурой назовем набор 𝜎 = (𝜆, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑁), где N — число поло-
жительных корней, пронумерованных в определенном порядке: ∆+ = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑁}, 𝜆 —
доминантный вес, 𝑝𝑖 ∈ Z+.

Обозначим
𝑣(𝜎) = 𝑒𝑝1−𝛼1

· . . . · 𝑒𝑝𝑁−𝛼𝑁
· 𝑣𝜆.

Пусть 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛 — фундаментальные веса. Будем сравнивать сигнатуры одного доми-
нантного веса с помощью какого-либо мономиального порядка на 𝑍𝑁 , сравнивая наборы
(𝑝1, . . . , 𝑝𝑁).

Определение 2. Сигнатура 𝜎 существенна, если 𝑣(𝜎)/∈⟨𝑣(𝜏) | 𝜏 < 𝜎⟩.

Предложение 1. Множество векторов {𝑣(𝜎) | 𝜎 существенна} образует базис про-
странства 𝑉 (𝜆).

Предложение 2. Существенные сигнатуры образуют полугруппу.

Пусть Σ𝐵𝑛 и Σ𝐷𝑛 — полугруппы существенных сигнатур для 𝐵𝑛 и 𝐷𝑛.

Теорема 1. Существуют нумерация положительных корней и порядок на сигнатурах
для 𝐵𝑛 и 𝐷𝑛 такие, что:

1) Σ𝐷𝑛 порождается существенными сигнатурами старших весов
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𝜔1, . . . , 𝜔𝑛, 2𝜔𝑛−1, 2𝜔𝑛, 𝜔𝑛−1 + 𝜔𝑛;

2) Σ𝐵𝑛 порождается существенными сигнатурами старших весов

𝜔1, . . . , 𝜔𝑛, 2𝜔𝑛.

Обозначим Σ = Σ𝐷𝑛 или Σ = Σ𝐵𝑛 . Пусть t*Z — решетка весов, ΣQ — конус, натянутый
на Σ (линейные комбинации с положительными рациональными коэффициентами).

Теорема 2. Полугруппа Σ насыщена, то есть Σ = ΣQ
⋂︀

(t*Z ⊕ Z𝑁).
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