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Пусть дан диффузионный процесс (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)):

𝑑𝑥 = 𝑏1(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜎1(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝜎2(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑊2(𝑡), (1)

𝑑𝑦 = 𝑏2(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜎0(𝑡, 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑊2(𝑡). (2)

Задача фильтрации диффузионных процессов заключается в том, чтобы построить
оптимальную в среднеквадратическом смысле оценку некоторой функции от ненаблюда-
емого процесса 𝑓(𝑥(𝑡)) по результатам наблюдений 𝑦(𝑠), 𝑠 ≤ 𝑡. Такой оценкой (см. [1],[4])
является условное математическое ожидание 𝑚𝑡:
𝑚𝑡 = 𝐸[ 𝑓(𝑥(𝑡)) |Y𝑡 ] =

∫︀
𝑅
𝑓(𝑥) 𝜋(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥,

где Y𝑡 = 𝜎{𝑦(𝑠), 𝑠 ≤ 𝑡} – 𝜎-алгебра, порожденная значениями наблюдаемого процесса
𝑦(𝑠) при 𝑠 ∈ [0, 𝑡], 𝜋(𝑡, 𝑥) – нормализованная фильтрационная плотность, определяемая по
формуле
𝜋(𝑡, 𝑥) = 𝑉 (𝑡,𝑥)∫︀

𝑅 𝑉 (𝑡,𝑥) 𝑑𝑥
,

а 𝑉 (𝑡, 𝑥) – ненормализованная фильтрационная плотность, удовлетворяющая линейному
стохастическому дифференциальному уравнению Ито в частных производных.

Показано, что при умеренных предположениях на коэффициенты уравнений (1)–(2)
задача фильтрации (1)–(2) сводится к более простой задаче:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡) + (𝐶𝑥(𝑡))′𝑡 𝑑𝑡, (3)

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝑑𝑊̃ (𝑡) + (𝐶𝑦(𝑡))′𝑡 𝑑𝑡, (4)

где коэффициенты 𝐶𝑥(𝑡), 𝐶𝑦(𝑡) определяются по формулам:
(𝐶𝑥)′𝑡(𝑡) =

𝐵1(𝑡,𝑥*(𝑡,𝑦(𝑡),𝑋(𝑡)),𝑦(𝑡))−(𝑥*)′𝑡(𝑡,𝑦(𝑡),𝑋(𝑡))

(𝑥*)′𝑊1
(𝑡,𝑦(𝑡),𝑋(𝑡))

,

(𝐶𝑦)′𝑡(𝑡) =
(𝜎0)′𝑦(𝑡,𝑦

*(𝑡,𝑌 (𝑡)))·𝜎0(𝑡,𝑦*(𝑡,𝑌 (𝑡)))−2 𝜕
𝜕𝑡

𝑦*(𝑡,𝑣)|𝑣=𝑌 (𝑡)

2𝜎0(𝑡,𝑦*(𝑡,𝑌 (𝑡)))
.

Ненормализованная фильтрационная плотность задачи (3)–(4) находится как решение
“обычного” простейшего одномерного линейного параболического уравнения с постоянным
коэффициентом диффузии, остальные коэффициенты зависят от наблюдаемого процесса
𝑦(𝑡). При этом нормализованные фильтрационные плотности для задач (1)–(2), (3)–(4)
связаны достаточно простой формулой:

𝜋(𝑡, 𝑣) =
𝜋*(𝑡, 𝑥*−1(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣))

𝜎1(𝑡, 𝑣, 𝑦(𝑡))
.
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