
Конференция «Ломоносов 2017»

Секция «Геометрия и топология»

Минимальные сети Штейнера на вершинах n-мерного симплекса

Научный руководитель – Иванов Александр Олегович

Ваганов Никита Павлович
Студент (специалист)

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
Механико-математический факультет, Кафедра дифференциальной геометрии и

приложений, Москва, Россия
E-mail: vaganovnp@gmail.com

Пусть (𝑋, 𝜌) —метрическое пространство и 𝐺 = (𝑉,𝐸) — граф на 𝑋, то есть, 𝑉 ⊂ 𝑋.
Для каждого такого графа определены длины его ребер 𝑒 = {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 как расстояния
𝜌(𝑢, 𝑣) между их вершинами, а также длина 𝜌(𝐺) самого графа 𝐺 как сумма длин всех
его ребер.

Если 𝑀 — конечное подмножество 𝑋, а 𝐺 = (𝑉,𝐸) — связный граф на 𝑋, для
которого 𝑀 ⊂ 𝑉 , то 𝐺 называется графом, соединяющим 𝑀 . При этом граф 𝐺, соеди-
няющий 𝑀 , минимально возможной длины 𝜌(𝐺) является деревом, которое называется
минимальным деревом Штейнера на 𝑀 . Дерево называется локально минимальным если
углы между смежными ребрами не меньше 120∘.

Пусть теперь 𝑋 = R𝑛.
Рассмотрим правильный симплекс ∆𝑛−1 с вершинами в точках 𝐴1 = (1, 0, . . . , 0),
𝐴2 = (0, 1, . . . , 0),. . . , 𝐴𝑛 = (0, 0, . . . , 1) и назовем его стандартным. Так же заметим,
что ∀𝑖 ̸= 𝑗 | 𝐴𝑖𝐴𝑗 | =

√
2. Затянем вершины нашего симплекса минимальным деревом

Штейнера. Оказывается, что уже для небольших размерностей (𝑛 > 3) существует
несколько таких деревьев. Задача заключается в нахождении дерева с минимальной
длиной.

В докладе будет рассказано о результатах, полученных автором в этом направле-
нии. Выяснилось, что при определенных размерностях объемлющего пространства
𝑛 = 2𝑘, 3 · 2𝑘, 5 · 2𝑘 легко вычисляются длины сетей с "фрактальной структурой" , что
позволяет сравнивать длины сетей в некоторых случаях. Исходя из этих результатов
будет сформулирована и доказана

Теорема 1. Пусть ∆𝑛 — стандартный 𝑛-мерный симплекс, где 𝑛 = 2𝑘+1, 3 · 2𝑘, 5 · 2𝑘. Тогда
длина сети Штейнера с "фрактальной структурой" , затягивающей вершины симпекса
вычисляется по формуле:

𝐿𝑘 = 𝑎 · 2𝑘 +
𝑏

(
√

2)𝑘
,

где 𝑎 и 𝑏 различны для различных 𝑛.
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